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En esta nota exploraremos el concepto de equivalencia légica en légica proposicional y los métodos
para demostrarla. Comenzaremos con una introduccién al concepto de equivalencia logica y su definicion
formal, resaltando su importancia en diversas aplicaciones de la computacion. Luego, analizaremos dos
enfoques principales para verificar la equivalencia entre férmulas: la evaluacién por interpretaciones y la

manipulacion algebraica . A través de ejemplos concretos, ilustraremos como utilizar estos métodos para
demostrar equivalencias fundamentales, como la transformacién de una implicaciéon en una disyuncién.
También presentaremos una lista de equivalencias béasicas que sirven como herramientas clave en las
demostraciones algebraicas. Finalmente, abordaremos la automatizacion de la equivalencia 1égica mediante
su implementacion en HASKELL, destacando como las técnicas de verificacion pueden integrarse en sistemas
computacionales.

1. Introduccion

En muchas ramas de la légica, especialmente en sus aplicaciones a la computacion, es fundamental
determinar si dos férmulas son equivalentes. Para demostrar la equivalencia entre dos férmulas, se pueden
emplear los siguientes métodos (dos semanticos y uno sintéctico):

* Tablas de verdad Consiste en construir las tablas de verdad de ambas expresiones y compararlas.

* Evaluacién paso a paso Se analiza la evaluacion de ambas férmulas a partir de su interpretacion.

* Manipulacion algebraica Se utiliza el dlgebra de proposiciones para transformar una expresién en
otra mediante manipulaciones algebraicas.

Omitiremos el método de la tabla de verdad por razones evidentes, ademéas de que ya lo estudiaste en
el curso de Estructuras Discretas. Por ello, nos enfocaremos en el segundo y tercer método. Antes de
continuar, revisemos la definiciéon de equivalencia de férmulas.

Definicién 1. (Equivalencia Légica)

Dos formulas proposicionales v y 1 son légicamente equivalentes si, para cualquier interpretacion
Z ambas producen el mismo resultado, es decir, Z(¢) = Z(v). Esto significa que, sin importar los
valores que se asignen a sus variables, ambas expresiones siempre tendrdn el mismo significado
l6gico. Para denotar esta equivalencia, escribimos:
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Piensa en dos formas distintas de expresar la misma idea, como decir no es de dia y es de noche. Aunque
las frases son diferentes, siempre describen la misma situacién, sin importar el contexto. En légica, ocurre
algo similar: dos férmulas son equivalentes cuando, sin importar cémo interpretemos sus componentes,
siempre conducen al mismo resultado. Es como usar diferentes palabras para transmitir el mismo mensaje.

2. Demostracién por Interpretaciones

Podemos utilizar interpretaciones para comprobar si dos férmulas son equivalentes. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1

Demostraremos que p — ¢ = —pV g

Tomemos una interpretacién arbitraria Z. Dado que la expresion contiene un condicional, el caso mas
sencillo para analizar es cuando su valor es 0, y a partir de ahi verificaremos que la otra expresién
también toma el mismo valor.

1. Z(p > q) =0

2. Esto sélo ocurre en un caso: Cuando Z =1y Z(q) = 0.

3. Al negar p, obtenemos Z(—p) = 0, y como Z(q) = 0.

4. Por la definicién seméntica de la disyuncién, se concluye que Z(—p V q) = 0

Dado que este razonamiento es valido en ambos sentidos, se tiene que ambas expresiones son falsas
en el mismo unico caso y verdaderas en cualquier otro. Por lo tanto, su valor es el mismo en todas
las interpretaciones.

Concluimos que p — g = —pVq. A esta equivalencia se le conoce como definicion de la implicacidén,
ya que muestra que la implicacién puede interpretarse como una disyuncion.

Este método resulta especialmente 1til cuando el ntimero de variables en las expresiones aumenta, ya
que el tamano de la tabla de verdad crece exponencialmente. Por ejemplo, una expresién con sélo cinco
variables requerirfa una tabla con 32 filas.

3. Equivalencias Basicas

A continuacion, presentamos una lista de equivalencias bésicas que utilizaremos en las demostraciones
algebraicas. Su demostracion mediante interpretaciones queda como ejercicio.

* Asoctatividad

o
>
S
>
=y
I
o
>
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* Identidad

Pvl = P
PANT = P
* Idempotencia
PvP = P
PAP = P
* Dominacidn (elemento neutro)
PVvT = T
PANL = 1L
* Conmutatividad
PvQ = QvVvP
PANQ = QAP
* Tercero excluido
PV-P=T
* Contradiccion
PA-P=1
* Doble negacion
-—P=P
* Distribuitividad
PV(QAR) = (PVQ)A(PVR)
PA(QVR) = (PANQ)V(PAR)
* De Morgan
-(PANQ) = —-PV-Q
—\(P\/Q) = -PA-Q
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* Eliminacion de operadores

P—)Q = —|P\/Q

P~Q = (-PVQ)AN(—QVP)
P-Q = (PAQ)V(-PA-Q)
P~Q = (P-Q) ANQ—P)

4. Demostracion por Manipulacion Algebraica

La idea principal de este método es que, cuando dos expresiones son légicamente equivalentes, una puede
reemplazarse por la otra sin alterar el resultado. Veamos cémo se aplica este principio en la demostracién
algebraica. Para manipular las expresiones, utilizaremos las equivalencias presentadas en la seccién anterior.

Ejemplo 2

Demostraremos que r = (p — p) = (= (s = s) V. r).
r = (p—=p) —=>((s—>s)Vr)

= (-pVp) — (=(s—s)Vvr) Elim Op. (=)

= (pV-p) — (—(s—s)Vvr) Conmutatividad
= T—o((s—=>s)Vr) Tercero Excluido
= T (=(nsVs)Vr) Elim Op. (=)

= T—o(=(sVas)Vr) Conmutatividad
= T—(=TVr) Tercero Excluido
= T—>(Lvr) Negacién

= T—(rvly) Conmutatividad
= T—=r Identidad

= -TVr Elim Op. (—)

= LvVvr Negacion

= rv.y Conmutatividad
= r Identidad

Esto puede hacerse en ambos sentidos, es decir, transformando la férmula de la izquierda para que coincida
con la de la derecha o viceversa. El objetivo es obtener la misma expresion en ambos lados.

5. Automatizacién

Se puede definir la equivalencia légica en HASKELL, a través de la definicion que usa el concepto de
interpretacion, mediante la funcién:

equiv :: LProp -> LProp -> Bool

6. Conclusion

En esta nota hemos explorado la equivalencia légica en 16gica proposicional y los métodos para demostrarla.
Analizamos cémo las interpretaciones permiten verificar si dos expresiones siempre producen el mismo
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resultado y cémo la manipulacion algebraica facilita la transformacion de una formula en otra utilizando
reglas predefinidas. Estos métodos son fundamentales para la simplificacién de expresiones légicas y la
verificacién formal en diversos ambitos de la computacion.

Ademads, mostramos una lista de equivalencias bésicas que pueden emplearse en demostraciones algebraicas
y discutimos la posibilidad de automatizar la verificacion de equivalencias mediante programacién en
HAsSkKELL. Comprender estos conceptos no solo es 1til en la teoria, sino que también tiene aplicaciones
practicas en la optimizacién de cédigo, el disenio de circuitos digitales y la validacién de sistemas légicos en
inteligencia artificial y verificacién formal.
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