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En esta nota exploraremos la nociéon de argumento logico y la correccién de argumentos deductivos

dentro del marco de la légica proposicional. Comenzaremos definiendo formalmente qué es un argumento
légico y qué significa que sea correcto, utilizando la nocién de férmula asociada y el concepto de tauto-
logia para verificar su validez. Posteriormente, introduciremos la consecuencia logica , una herramienta
fundamental para determinar si una conclusién se sigue necesariamente de un conjunto de premisas. A
través de ejemplos practicos, veremos cémo demostrar la correccion de argumentos tanto por el método
de la férmula asociada como mediante el andlisis de interpretaciones. Finalmente, presentaremos algunas
propiedades esenciales de la relacién de consecuencia légica y su importancia en el estudio de la légica
formal, sentando las bases para métodos mas avanzados como las pruebas sintacticas y la automatizacion
del razonamiento légico.

1. Introduccion

Ahora que hemos definido la sintaxis y la semantica de las férmulas de la 1égica proposicional, junto con el
concepto de tautologia, podemos establecer formalmente la definicién de argumento l6gico e introducir la
nocién de argumento correcto.

Definicién 1. (Argumento Légico)

Un argumento légico es una secuencia de formulas o1, ..., pn, denominadas premaisas, y una
formula v, llamada conclusién. Esta secuencia suele representarse como:

Ply--+5Pn
Y

o bien:
@17"‘79071/ lp

donde | . representa la inferencia ldgica de la conclusion a partir de las premisas.

Un argumento légico es una estructura que refleja la manera en que justificamos afirmaciones con base en
otras ya establecidas. Las premisas son los puntos de partida, es decir, afirmaciones que asumimos como
verdaderas dentro del contexto del argumento. A partir de ellas, aplicamos reglas légicas para llegar a una
conclusién.
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Por ejemplo, si sabemos que S% llueve, entonces la calle estd mojada y también sabemos que Fstd lloviendo,
podemos concluir que La calle estd mojada. Aqui, nuestras premisas son Si llueve, entonces la calle estd
mojada y Estd lloviendo, y la conclusién es La calle estd mojada.

El objetivo de la logica es estudiar cuando estas relaciones entre premisas y conclusiones son correctas,
es decir, cuando la conclusiéon necesariamente debe ser verdadera si las premisas lo son. Esta definiciéon
corresponde a los llamados argumentos deductivos . En contraste, en un argumento inductivo , las con-
clusiones se aceptan como validas con base en la observacion o la probabilidad. En nuestro estudio, nos
enfocaremos exclusivamente en los argumentos deductivos.

De este modo, establecemos la definicién formal de un argumento correcto.

Definicién 2. (Argumento Correcto)

El argumento @1, ...,0n/ .9 es correcto si y sélo si la siguiente implicacion es una tautologia:
= ((,01/\---/\9017,)—>1/J

La formula (o1 A -+ A o) — ¢ se denomina formula asociada al argumento ldgico.

La correccién de un argumento logico se basa en la idea de que, si todas las premisas son verdaderas,
entonces la conclusiéon también debe serlo en todos los casos posibles. Para verificar esto formalmente,
agrupamos las premisas con una conjuncién A y analizamos si el condicional (¢1 A ...¢,) — ¥ es una
tautologia , es decir, una férmula que siempre es verdadera sin importar la asignacion de valores de verdad.
Si esta condicion se cumple, significa que no existe ninguna situacion en la que todas las premisas sean
verdaderas y la conclusion falsa, lo que garantiza que el argumento es correcto.

Por lo tanto, verificar la correccion de un argumento equivale a comprobar que su férmula asociada es
una tautologia. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1

Supongamos el siguiente argumento logico:
Si esta nublado, entonces llueve. Esta nublado. Por lo tanto, llueve

Identificacion de proposiciones
* p Estd nublado
* ¢ Llueve

Traduccién al lenguaje légico
* La oracion Si estd nublado, entonces llueve se traduce como p — q.
* Las proposiciones restantes son atémicas, por lo que se representan directamente con sus
variables.
* Palabras como por lo tanto, asi que, luego, entonces, de forma que, etc., indican la conclusién
del argumento.

Escritura del argumento légico

pP—q,p/..q
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Formula asociada
(p—a)Ap)—q

Verificacion de tautologia mediante interpretaciones

Para que la férmula no sea una tautologia, deberia existir una interpretacién en la que la premisa
sea verdadera y la conclusién falsa. Es decir,

I(((p—q)Ap) > q) =0

Esto ocurriria si:

L I((p—q)Ap) =1
2. I(p) =1

La primera condicién implica que si p es verdadero, entonces g también debe serlo, es decir,
Ilp =) =I(1 —q) =1
Para que esto se cumpla, necesariamente Z(g) = 1, lo cual contradice la suposicién de Z(q) = 0.

Conclusion

Dado que no existe una interpretacién en la que la premisa sea verdadera y la conclusion falsa,
concluimos que:

F(lp—aAp)—q
Por lo tanto, el argumento es .

Determina si el siguiente argumento logico es correcto mediante la construcciéon de su férmula
asociada:

Si el servidor estd en mantenimiento, entonces la pdgina web no estard disponible. Si la pdgina
web no estd disponible, los usuarios recibirdn un mensaje de error. Los usuarios no recibieron un
mensaje de error. El servidor estd en mantenimiento o hubo un problema en la red. Por lo tanto,
hubo un problema en la red.

2. Consecuencia légica

Aunque el método de la féormula asociada es una herramienta 1til para verificar la correccién de un argu-

mento, no es el tnico enfoque disponible. Existe otro método basado en la nocién de consecuencia logica ,
el cual establece que un argumento es correcto si y sélo si su conclusion es una consecuencia logica de sus
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premisas. Es decir, en lugar de construir una unica féormula y verificar si es una tautologia, este enfoque se
centra en determinar si, en todas las interpretaciones en las que las premisas son verdaderas, la conclusién
también lo es. Este método es fundamental en la légica formal, ya que permite analizar la correccion de
argumentos sin necesidad de expresar todo en términos de una tnica férmula légica.

Definicién 2. (Consecuencia Légica)

Sea I' un conjunto de formulas y sea ¢ una formula. Decimos que ¢ es una consecuencia légica
de I' si, para toda interpretacion T que satisface a T, se cumple que Z(p) = 1. Es decir, si cada vez
que I hace verdaderas todas las férmulas en I', entonces necesariamente también hace verdadera a
p. En este caso, escribimos:

ey

La nocién de consecuencia légica establece que una afirmacién ¢ se deriva de un conjunto de premisas I" si
no existe ninguna forma en la que todas las premisas sean verdaderas y la conclusion es falsa. En otras
palabras, ¢ es una conclusién ineludible siempre que las premisas se cumplan. Este concepto es esencial en
la 16gica porque permite justificar la correccién de inferencias sin depender de reglas sintécticas especificas,
basdandose unicamente en el significado de las proposiciones y su relacion con las interpretaciones.

Notemos que la relacion de consecuencia logica se expresa mediante una implicacién de la forma:
Si Z(T') =1, entonces I(p) = 1.

Esto significa, de manera informal, que todo modelo de I' es también modelo de ¢ . Es importante desta-

car que esta definicién no impone ninguna restriccién sobre la satisfacibilidad del conjunto I'; simplemente
se asume que ' es satisfacible y, en tal caso, se prueba que la férmula ¢ también lo es bajo la misma
interpretacién.

Ejemplo 2

Analicemos si el siguiente argumento es correcto:

Si el programa es eficiente, entonces se ejecuta rapidamente. El programa es eficiente o tiene un
error. El programa no se ejecuta rdpidamente. Por lo tanto, el programa tiene un error.

Formalizacion
Definimos las siguientes proposiciones:
* p: El programa es eficiente.
* ¢: El programa se ejecuta rapidamente.
* r: El programa tiene un error.
Expresamos cada premisa en lenguaje 1égico:

* Premisa 1: Si el programa es eficiente, entonces se ejecuta rapidamente.

p—q
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* Premisa 2: El programa es eficiente o tiene un error.
pVvr
* Premisa 3: El programa no se ejecuta rapidamente.
-q

* Conclusién: El programa tiene un error.

Escritura del argumento légico
p—q¢ pVr, g/

Demostracién de {p — ¢,pV r,—q} Er

Verificamos que la conclusién se deduce légicamente de las premisas:

1. Z(p—q) =1 (Hipdtesis)
2. I(pVvr)=1 (Hipétesis)
3. I(—q) =1 (Hipotesis)
4. Z(q) =0 (Por 3)

5. Z(p) =0 (Por 1y 4)
6. Z(r)=1 (Por 2y 5)

Dado que en todas las interpretaciones en las que las premisas son verdaderas, la conclusién también
lo es, concluimos que el argumento es correcto.

. J

Determina si el siguiente argumento légico es correcto usando la nocién de consecuencia légica:

Si el usuario introduce una contrasena incorrecta tres veces, su cuenta serd bloqueada o se le pedird
verificacion adicional. El usuario no pudo acceder a su cuenta. Si la cuenta estd bloqueada, el
usuario no puede acceder. Si se le pidio verificacion adicional, ain puede acceder tras completar el
proceso. Por lo tanto, la cuenta del usuario estd bloqueada.

3. Propiedades de la Relacién de Consecuencia Loégica

La relacion de consecuencia logica cumple las siguientes propiedades:

Reflexividad

Si o eI, entonces I' E ¢
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Si en un conjunto de afirmaciones ya esta incluida la formula ¢, entonces es evidente que ¢ se sigue de T'.
Es como decir que si ya tenemos la afirmacién Estd lloviendo, entonces no necesitamos deducir que Fstd
lloviendo; ya lo sabemos.

Principio de Refutaciéon
I'E ¢ siy solo si ' U{—¢} es insatisfacible

Decir que I' E ¢ significa que no hay forma de que las premisas sean verdaderas y la conclusion falsa. Esto
equivale a decir que si agregamos - a I', obtenemos una contradiccién. Es como afirmar que Si llueve, la
calle se moja y Estd lloviendo, pero también La calle no estd mojada, entonces algo esta mal en nuestras
premisas.

Transitividad en el Condicional
FEp—1siysolosiTU{p}EY

Si sabemos que v implica que Si hoy es lunes, manana es martes, y ademas sabemos que hoy es lunes,
entonces podemos concluir directamente que manana es martes. Esta propiedad permite encadenar
inferencias légicas.

Insatisfacibilidad Implica Trivialidad
Si T es insatisfacible, entonces I' E ¢ para toda ¢ € LProp

Si las premisas de un argumento son contradictorias, entonces cualquier conclusién es valida porque
partimos de algo falso. Es como si alguien dijera El sol estd hecho de queso y no estd hecho de queso al
mismo tiempo, por lo tanto, 2+ 2 = 5. Como el punto de partida es inconsistente, cualquier cosa podria
seguirse.

Insatisfacibilidad y Contradiccién
SiI'E L entonces I' es insatisfacible

Si a partir de un conjunto de premisas podemos deducir una contradiccién (L), eso significa que esas
premisas no pueden ser verdaderas al mismo tiempo, es decir, son insatisfacibles. Es como tener las
afirmaciones Pedro siempre dice la verdad y Pedro dijo que estd lloviendo junto con Pedro dijo que no estd
lloviendo; esto no puede ser coherente.

Equivalencia Logica

=1 sty solosipEY yYE

Dos proposiciones son equivalentes si cada una se sigue de la otra. Por ejemplo, No es cierto que Juan no
estudid es légicamente equivalente a Juan estudid. Ambas expresiones significan lo mismo auqnue estén
escritas de manera diferente.
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Tautologias
F o siysolosi TE@

Una tautologia es una afirmacién que es verdadera sin importar el contexto. Si ¢ es una tautologia,
entonces se sigue sin necesidad de premisas (& F ¢). Un ejemplo cldsico es Si llueve o no llueve, entonces
hace frio, lo cual es siempre verdadero sin importar la situacion.

Demuestra las propiedades anteriores.

Ejemplo 3

Mostremos la correctud del siguiente argumento conocido como dilema constructivo simple: p —
raop—r/ o

1. Z(p—r)= Hipdtesis

2. I(-p—r)= 1 Hipoétesis

3. Z(r)=0 Refutacién

4. IT(p)=0 Por1y3

5. I(r)=1 Por 1 y 4, pero causa una constradicciéon con 3.

Por lo tanto el argumento es correcto.

4. Algunos Argumentos Correctos

* MoDUS PONENS

o =Y
(0
x Mobus TOLLENS
=
P

* SILOGISMO HIPOTETICO

=1 P ox
©—X

* PRUEBA POR CASOS

=X Y—=x
eV —x

* INTRODUCCION DEL A
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* ELIMINACION DEL A
PN
¥
* ELIMINACION DEL A
PN
(G
* INTRODUCCION DEL V
_r
VY
* INTRODUCCION DEL V
v
VY

* RESOLUCION BINARIA

eVy PV
eV X

* DILEMA CONSTRUCTIVO

=Y x> eVx
Y1 V by

* DILEMA DESTRUCTIVO

o= x> PV by
eV X

5. Automatizacion

Los métodos semanticos, como la verificacion mediante formula asociada o la consecuencia légica, son
herramientas fundamentales para garantizar la correcciéon de un argumento en légica proposicional. Sin
embargo, su automatizacién es compleja, ya que requieren evaluar todas las posibles interpretaciones de
las premisas para verificar si la conclusion siempre se cumple. Dado que el ntimero de interpretaciones
crece exponencialmente con el nimero de variables proposicionales, este enfoque se vuelve ineficiente en
problemas grandes. Ademaés, en muchos casos, encontrar un contraejemplo requiere explorar todas las
combinaciones de valores de verdad, lo que hace que la verificacién manual o computacional sea costosa.

Para abordar este problema, en la siguiente nota exploraremos un método sintactico bastante famoso
conocido como resolucién binaria , el cual permite derivar conclusiones de manera mas eficiente sin
necesidad de analizar todas las interpretaciones posibles. Este enfoque es esencial en la automatizacién
del razonamiento légico y se utiliza en sistemas como los solucionadores SAT, que resuelven problemas
de satisfacibilidad de manera eficiente mediante reglas de inferencia en lugar de evaluar exhaustivamente
todas las posibilidades.

Aunque, si bien es complicado definir el andlisis de un argumento, es posible automatizar otros elementos,
como la relacién de consecuencia légica.

consecuencia :: [LProp] -> LProp -> Bool
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6. Conclusion

En esta nota, hemos explorado los conceptos fundamentales para el andlisis de argumentos en légica
proposicional, estableciendo criterios formales para determinar su correccién. A través de la nocién
de férmula asociada y consecuencia légica , hemos visto dos enfoques para verificar la validez de un
argumento. Asimismo, analizamos propiedades clave de la relacién de consecuencia légica, las cuales
proporcionan una base tedrica sélida para la formalizacion y automatizacién del razonamiento. Estos
principios son esenciales no solo para la légica tedrica, sino también para aplicaciones practicas en
inteligencia artificial, verificacion de software y sistemas automatizados de razonamiento.

Sin embargo, la verificacién seméntica de argumentos presenta dificultades computacionales debido al
crecimiento exponencial del nimero de interpretaciones posibles. Por ello, en la siguiente nota introduciremos
el método de resolucién binaria , una técnica sintictica que facilita la automatizacién del proceso de
deduccién sin necesidad de evaluar todas las interpretaciones. Este método, ampliamente utilizado en la
resolucién de problemas de satisfacibilidad (SAT), constituye un paso fundamental hacia la optimizacién
del razonamiento légico automatizado.
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