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En esta nota, exploraremos el proceso de transformacién de una férmula logica a su Forma Normal Negativa

(FNN) y su posterior conversién a Forma Normal Conjuntiva (FNC), herramientas fundamentales en
l6gica computacional y en la automatizacién de la demostracion de teoremas. Comenzaremos definiendo
literales y clausulas , conceptos esenciales en la representacién de férmulas proposicionales. Luego, des-
cribiremos cémo obtener la FNN de una férmula mediante un algoritmo basado en equivalencias légicas,
eliminando condicionales y bicondicionales, aplicando la ley de De Morgan e introduciendo negaciones de
manera estructurada. A continuacion, convertiremos la FNN a FNC utilizando la distributividad de la
disyuncién sobre la conjuncion.

Mas adelante, analizaremos la importancia de la correctud y satisfactibilidad en l6gica proposicional,
mostrando cémo la FNC facilita la verificacion de tautologias y la toma de decisiones en sistemas basados
en légica. Finalmente, presentaremos la regla de resolucién binaria de Robinson, un método esencial
para la inferencia légica, junto con ejemplos ilustrativos y su aplicacién en algoritmos de saturacién, que
permiten decidir la insatisfacibilidad de un conjunto de cldusulas.

A lo largo de la nota, veremos cémo estos conceptos son utilizados en problemas de automatizacién del
razonamiento logico y en aplicaciones dentro de la inteligencia artificial, los lenguajes de programacién
logica y la verificacion formal.

1. Introduccion

Otro método para determinar la correccién de un argumento légico es la regla de resolucién binaria
propuesta por John Alan Robinson en 1965. Robinson, un matemaético y cientifico de la computacién
britanico-estadounidense, introdujo este método como una regla de inferencia que revolucioné la demostra-
cién automaética de teoremas y senté las bases para el desarrollo de lenguajes de programacion légica como
PRrROLOG. Su principal contribucién fue la generalizacion de la regla de inferencia de resolucion aplicada a
clausulas, lo que permitié simplificar y sistematizar el proceso de deduccién en légica de primer orden.

Las cldusulas constituyen una clase especial de férmulas fundamentales en diversas aplicaciones dentro
y fuera de la légica. La forma clausular permite representar cualquier férmula proposicional como una
conjuncién de disyunciones, conocidas como cldusulas. A continuacién, se presentan algunas definiciones
relevantes para el estudio de estos conceptos.
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Definicién 1. (Literal)

Se denomina literal ¢ o una formula atémica o a la negacion de una formula atomica.

Definicién 2. (Literal Negativa)

Una literal es negativa si corresponde a la negacion de una férmula atémica; en caso contrario, se
dice que es positiva.

Definicién 3. (Literal Contraria)

Dada una literal £, definimos su literal contraria, denotada por £¢, de la siguiente manera:

o a {=-aqa
-a f=a

El conjunto {£,¢°} se denomina par de literales complementarias.

Las literales son los elementos fundamentales a partir de las cuales se forman las clausulas.

Definicién 4. (Clausula)

Se denomina cldusula C a una literal o a una disyuncion de literales.

Para obtener la forma clausular de una férmula, se aplican transformaciones basadas en equivalencias
l6gicas, conocidas como formas normales .

2. Formas Normales

Forma Normal Negativa

El objetivo de esta forma normal es obtener una férmula equivalente en la que no aparezcan condicionales
ni bicondicionales y donde, ademas, los simbolos de negacion solo afecten a férmulas atémicas.

Definicién 5. (Forma Normal Negativa)

Una formula ¢ estd en Forma Normal Negativa (fnn) si y solo si cumple las siguientes condicio-
nes:

* © no contiene bicondicionales ni condicionales.
* Las negaciones en ¢ afectan unicamente a formulas atdmicas.

Para obtener la fnn de una férmula, podemos utilizar las equivalencias 16gicas estudiadas previamente.



LC Resolucién Binaria

Proposicion 1.

Sea ¢ una formula. Es posible encontrar algoritmicamente una formula 1, logicamente equivalente
a @, tal que 1) esté en Forma Normal Negativa (FNN), también denotada como fnn(p).

Demostracion. Dada una férmula ¢, aplicamos el siguiente procedimiento para obtener su Forma Normal
Negativa (FNN):

* Eliminacién de bicondicionales: Sustituimos cada bicondicional ¢ <+ 1 utilizando la equivalencia:

pov=(@=Y)A W = p)

* Eliminacion de condicionales: Reemplazamos cada condicional ¢ — ¢ mediante la equivalencia:

p2>Y="9Vy

* Distribucién de negaciones: Aplicamos las leyes de De Morgan para distribuir las negaciones,
asegurando que solo afecten a literales.

* Eliminacién de dobles negaciones: Simplificamos cualquier aparicién de == por ¢

Finalmente, al aplicar estas transformaciones de manera exhaustiva y adecuada, obtenemos la férmula

fan(p).

O

La demostracion presentada no solo justifica la existencia de la FNN, sino que también describe
explicitamente un algoritmo para transformar cualquier férmula a esta forma. Este enfoque es
comun en muchos resultados en Ciencias de la Computacion, donde una demostracién constructiva
permite, al mismo tiempo, derivar un procedimiento efectivo para resolver un problema. Este
tipo de demostraciones-algoritmo aparecen frecuentemente en teoria de autématas, compiladores,
verificacién formal y l6gica computacional, donde probar la existencia de una transformacion suele
implicar definir un método computable para llevarla a cabo.

Ejemplo 1

Encontrar la Forma Normal Negativa (FINN) de la siguiente férmula:

(p <+ q) = ~(r = 5)
Solucion:

* Eliminamos bicondicionales:

(=) N(g—p)—(-rVs)
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* Eliminamos condicionales:
(mpVq) A (=g Vp)) = =(-rV s)

= ((-pV @) A (=g Vp))V-(-rVs)

* Distribuimos negaciones usando De Morgan:
(== A=q) V (=g A =p) V (m=r A —s)
* Eliminamos dobles negaciones:
(PA=q) V(g A=p)V(rA=s)

La férmula obtenida estd en FINN, ya que no contiene condicionales ni bicondicionales y las
negaciones afectan inicamente a literales.

Automatizacion de la funcién fnn

Siguiendo el algoritmo derivado a partir de la demostracién, el objetivo es implementar una funcién
fnm:: LProp -> LProp que que satisfaga la definicién. Para ello, se requieren las siguientes funciones:

eliminaBicondicionales :: LProp -> LProp
eliminaCondicionales :: LProp -> LProp
introduceNegaciones :: LProp -> LProp

Para eliminar las bicondicionales, podemos usar la regla que aplicamos en el Ejemplo 1:

o=@ =)A= @)
Con lo cual obtenemos:

eliminaBicondicionales :: LProp -> LProp

eliminaBicondicionales (Var p) = Var p
eliminaBicondicionales (Cons c) Cons c
eliminaBicondicionales (Or p q)

Or (eliminaBicondicionales p)
(eliminaBicondicionales q)
And (eliminaBicondicionales p)
(eliminaBicondicionales q)
Impl (eliminaBicondicionales p)
(eliminaBicondicionales q)

eliminaBicondicionales (And p q)

eliminaBicondicionales (Impl p q)

eliminaBicondicionales (Equiv p q) =
let np = (eliminaBicondicionales p)
nq = (eliminaBicondicionales q) in
Conj (Impl np nq) (Impl ng np)
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Similar a la eliminacién de bincondicionales, para eliminar condicionales, lo mas adecuado es hacer uso de
la siguiente equivalencia:

p=>Y=-pVY

Con lo cual tenemos:

eliminaCondicionales :: LProp -> LProp
eliminaCondicionales (Var p) = Var p
eliminaCondicionales (Cte c) = Cte c

eliminaCondicionales (Or p q) Or (eliminaCondicionales p)
(eliminaCondicionales q)
And (eliminaCondicionales p)

(eliminaCondicionales q)

eliminaCondicionales (And p q)

eliminaCondicionales (Impl p q) =
Or (Neg (eliminaCondicionales p)) (eliminaCondicionales q)

Observacion 2

La funcién eliminaCondicionales supone que la férmula que recibe no tiene bicondicionales.

Similar a la eliminacién de bicondicionales y condicionales de una férmula proposicional, para introducir
negaciones, lo més adecuado es hacer uso de las siguientes equivalencias

“(pAY)=—pVh =(pViP)=—pA-p o=@

Se deja como ejercicio la implementacion de las funciones introduceNegaciones y fnn que hace
uso de todas las funciones definidas.

Obtén la FNN de las siguientes férmulas:

)= (rVs)) < —(t — u)
) <> (rVs)) = (t < —u)

Forma Normal Conjuntiva

La denominada Forma Normal Conjuntiva permite representar cualquier férmula proposicional como una
conjuncién de disyunciones, conocidas como clausulas.
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Definicién 6. (Forma Normal Conjuntiva)

Una férmula proposicional ¢ estd en Forma Normal Conjuntiva (fnc) si y sdlo si tiene la forma
CiN---NC, donde cada C; es una clausula.

En particular, se deduce que cualquier literal y cualquier clausula estdn en Forma Normal Conjuntiva.

Cualquier formula proposicional ¢ puede transformarse mediante un algoritmo en una formula v tal
que p =1 y Y esté en Forma Normal Conjuntiva (FNC), también denotada como fnc(p).

Demostracion. Dado que ya hemos demostrado que cualquier férmula proposicional ¢ puede transformarse
en una férmula légicamente equivalente en Forma Normal Negativa (FNN), aplicaremos los siguientes
pasos para obtener su Forma Normal Conjuntiva (FNC):

1. Partimos de la FNN de ¢. Como ¢ ya estda en FNN, sabemos que:
* No contiene bicondicionales (<+) ni condicionales (—).
* Las negaciones afectan tnicamente a literales.

2. Aplicamos la distributividad de la disyuncién sobre la conjuncién Para transformar la FNN en FNC,
utilizamos la equivalencia distributivas:

(VW AX) = (V) A(pVX)

Procedimiento:

* Si la féormula en FNN contiene disyunciones dentro de conjunciones, aplicamos esta regla
recursivamente hasta obtener una conjuncién de disyunciones de literales.

* HEste proceso se repite hasta que la formula tenga la estructura deseada en FNC.

3. Después de aplicar exhaustivamente la distributividad, obtenemos una féormula 1 légicamente
equivalente a ¢ de la forma:
CiN---ANCy

donde cada C; es una disyuncién de literales, cumpliendo asi la definicién de FNC.

El procedimiento descrito es un algoritmo efectivo que transforma cualquier férmula proposicional en una
FNC manteniendo su equivalencia logica con la férmula original . Por lo tanto, hemos demostrado la
proposicion.
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Ejemplo 2

Obtener la Forma Normal Conjuntiva (FNC) de la siguiente férmula:

(p(qV-r) = (s =1

Paso 1: Obtener la FNN
1. Eliminamos el bicondicional usando la equivalencia:

pop=(@=9Y)AW =)
(p—=(gv-r)A(lgVv-r)—=p) = =(s—1)
2. Eliminamos los condicionales usando la equivalencia:
g Y=V
(=pV (gV—r) A(=(gV-r)Vp) = (ns Vi)
3. Aplicamos la ley de De Morgan para distribuir negaciones:
=(gV-r)=-gAr, —(msVit)=sA-t

Sustituyendo:
(P VgV -r)A((mgAT)VP)V (s Ait)

Paso 2: Distribuir disyunciones sobre conjunciones
Aplicamos la distributividad de la disyuncién sobre la conjuncién:

(eV@AX)=(eVe)A(pVX)
- Distribuyendo en la segunda conjuncién:
(mgAT)Vp=(-qVp)A(rVp)

- Expandimos también s A —t en la conjuncién.
Entonces, obtenemos:
(—=pVagV-r)A(—qgVp)A(rVp) AsA—t

Resultado final en FINC:

(—=pVaqV-r)A(—gVp)A(rVp) AsA—t

Automatizacion de la funcion fnc

Siguiendo el algoritmo de la demostracion, el objetivo es implementar una funcién fnc:: LProp -> LProp
que satisfaga la definiciéon. De manera algoritmica puede obtenerse de acuerdo a los siguientes pasos:

1. Obtener la FNN correspondiente de la férmula.
2. Si la féormula es una literal, ya estd en FNC y simplemente se devuelve como salida.

3. Si la férmula es una conjuncién ¢ A 1 se procesa recursivamente como fnc(e) A fnc(i)).
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4. Sila férmula des una disyuncién ¢V se procesa recursivamente como frnc(e)V fne() y se transforma
la expresién resultante en conjuncién mediante las leyes de la distributividad.

ALV (eAX) =A@V X)
Se requiere entonces la implementacion de la siguiente funcién:

distribuyeDisyuncion :: LProp -> LProp

Para implementar la funcién distribuyeDisyuncion se supone que las formulas de entrada ¢ y v son
formas conjuntivas.

* Si ambas ¢ y 1 son literales entonces se devuelve ¢ V .
* Si ¢ = @1 A o entonces se aplica la distribuitividad:

VY =(p1 Ap2) Vo = (01 V) A (p2 V1))

y se vuelve a aplicar recursivamente la funcién con las nuevas disyunciones.

* Si 1 =1 A la definicién es analoga al caso anterior.

Ejercicio 3

Se deja como ejercicio la implementacién de las funciones distribuyeDisyuncion y fnc.

Obtén la FNC de las siguientes férmulas:

*x (pVq)—r
*x (pV—q) < (-pVr)
*x (p—q) V(-1 —5s)

Satisfacibilidad mediante FNC

El uso de la forma normal conjuntiva (FNC) simplifica el proceso de determinar si una férmula dada es
una tautologia.

Una cliusula C = €1V -+ -V £y, es una tautologia (F C) si y sdlo si existe un par de indices i, j tales que
1 <1, <n ylas literales correspondientes son complementarias, es decir 5 = l;. En otras palabras,
una clausula es siempre verdadera si contiene al menos un par de literales complementarias.
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Ejemplo 3

Consideremos la clausula:

C=(pV-pVgq)

Aqui, p y —p son complementarias, lo que significa que sin importar el valor de p, la cldusula siempre
sera verdadera. Por lo tanto C es una tautologia.

Ejemplo 3

Consideremos la clausula:

D=(pVqVr)

En este caso, no hay pares de literales complementarias, por lo que D no es necesariamente una
tautologia. Su valor dependera de la asignacion de verdad a p,q y r

La proposiciéon 3 nos brinda un método sencillo para determinar si una férmula ¢ es una tautologia cuando
estd en FNC. Supongamos que ¢ se expresa como la conjuncién de clausulas:

0=Ci A ACp

Podemos seguir los siguientes pasos para determinar si ¢ es una tautologia:
* Para cada clausula C;, con 1 < i < n, buscamos si contiene un par de literales complementarias.
* Si todas las cldusulas C; contienen al menos un par de literales complementarias, entonces F .

x Si alguna cldusula no contiene un par de literales complementarias, entonces F ¢

Ejemplo 4

Consideremos la siguiente férmula en FNC:

o={OV-gA(FEpVgA([V-r)

Para determinar si ¢ es una tautologia, analizamos cada clausula individualmente y buscamos si
contiene un par de literales complementarias.

* Primera cldusula: C; = (p V —q)
x Contiene los literales p y —q.
* No hay un par de literales complementarios.
* Segunda cldusula: Co = (—p V q)
* Contiene los literales —p y q.
* No hay un par de literales complementarios.
* Tercera cldusula: C3 = (r VvV —r)
+ Contiene los literales r y —r.
x Como contiene un par de literales complementarios, esta cldusula es una tautologia.
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Para que ¢ sea una tautologia, todas sus cldusulas deben ser tautologias. Sin embargo, observamos
que C1 y Co no contienen pares de literales complementarios, por lo que no son tautologias.
Por lo tanto, # ¢

Partiendo de estos conceptos, para determinar si una féormula en FNC es satisfacible, podemos usar el
principio de refutacién, que establece lo siguiente:

E ¢ si y s6lo si = es insatisfacible

Esto implica que, en lugar de verificar directamente si ¢ es satisfacible, podemos analizar su negaciéon —.
Si - no es una tautologia, entonces ¢ es satisfacible, ya que existe al menos una interpretacién donde es
verdadera.

Ejemplo 5

Supongamos que tenemos la siguiente férmula en FNC:

o=@V A(pVr)A(=gV-r)

Queremos determinar si ¢ es satisfacible. Podemos analizarlo directamente buscando un estado para
las variables que haga la férmula verdadera, o bien, aplicar el principio de refutacién verificando si
—p es una tautologia.

1. La negacién de ¢ es:
—~p==(pVgA(pVr)A(-gV-r))

Aplicando De Morgan, obtenemos:
= (=(pV@ A=(=pVr)A=(-gV-r))

Aplicamos De Morgan, a cada término:

—p=(pA-q)V(PA-T)V(gAT)

Para trabajar con la proposicién sobre tautologias en FNC, expresamos esto en FNC:
o= (pVp)A(pV ) A(=gVp)A(~gV-r)A(gVp)A(gVr)

2. Ahora aplicamos la proposicién 3 sobre tautologias en FNC, que nos dice que una cldusula es
tautologia si contiene un par de literales complementarias. Analicemos cada clausula.

* —p V p Contiene p, —p. Es tautologia.
* —p V —r No contiene literales complementarias.

Podemos continuar verificando todas las clausulas. Sin embargo, para que —p todas sus
clausulas deben ser tautologias, pero observamos que la segunda clausula no lo es.
Por lo tanto E —¢

3. Por el principio de refutacién y dado que ¥ -, concluimos que ¢ es satisfacible.

10
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3. Resolucion Binaria con Saturacion

En esta seccién se introduce la regla de resolucién binaria de Robinson junto con un método para determinar
la correccién de un argumento légico.

Definicién 7. (Regla de Resolucién Binaria Proposicional

Sean Coo y Co dos cldusulas y ¢ una literal. La regla de resolucion binaria proposicional se
define de la siguiente manera:
Ci v/t CoV 4
C1VCy

En este caso, decimos que las clausulas C1 y Co se resuelven con respecto a la literal £. La cldusula
resultante, C1 V Ca, de denomina resolvente o resolvente binario.

La resolucién binaria es una de las reglas fundamentales en la logica proposicional para la deduccién
automatica. Su importancia radica en que permite simplificar conjuntos de clausulas al eliminar literales
opuestas de dos premisas.

Ejemplo 6

Supongamos que tenemos las siguientes clausulas:

Ci=(pvVvr) C=(pVg)

Aqui, la literal p aparece en C; en forma positiva (p) y en Cy en forma negativa (—p). Aplicando la
regla de resolucion binaria con respecto a p, obtenemos el resolvente:

Cl\/CQZ(’I"\/q>

Esto significa que podemos deducir la cldusula r V g sin necesidad de p.

Lo mas importante de este procedimiento es que si las clausulas originales son verdaderas bajo cierta
interpretacion, entonces el resolvente también lo serd. Esta regla es la base de muchos algoritmos de
demostracién automética de teoremas y solucionadores SAT, ya que permite deducir la complejidad de un
conjunto de cldusulas sin perder informacién esencial.

Observacién 3

Es importante notar que la regla de resolucién binaria no es determinista, ya que, dado un
conjunto de cldusulas, pueden existir multiples formas de aplicar la resolucién dependiendo de la
eleccién de la literal £.

En otras palabras, al resolver un conjunto de clausulas, podemos elegir diferentes pares de clausulas
que contengan literales complementarias, lo que puede generar distintos resolventes en cada paso.
Esta falta de determinismo implica que el orden en el que se apliquen las resoluciones puede afectar
el nimero de pasos necesariso para llegar a una conclusion y, en algunos casos, incluso determinar
si se logra una derivacion eficiente o no.
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Por ejemplo, dado el conjunto de clausulas:

pV-rvs —pVaqgVr

Podemos aplicar la resolucién respecto a p, obteniendo el resolvente

—rvVs\VaqVr
O podriamos haber elegido resolver r, lo que darfa un camino de deduccion diferente.
Esta caracteristica es importante en la implementaciéon de solucionadores SAT y otros sistemas

automatizados de razonamiento, donde la estrategia de seleccién de literales puede influir significati-
vamente en el rendimiento del algoritmo.

Resolucién Binaria y Argumentos Correctos

La resolucién binaria es un método de decision en légica proposicional que emplea el principio de refutacion
para determinar si una féormula es consecuencia légica de un conjunto de premisas. Este método consiste
en transformar las férmulas a FNC y aplicar repetidamente la regla de resoluciéon binaria hasta obtener la
cldusula vacia (OJ) la cual se obtiene al resolver clausulas como —p y p, donde la clausula resultante no
contiene literales.

Dado un conjunto de premisas I y una férmula ¢, se considera el conjunto de clausulas I U {—p}. Si al
aplicar la resolucién obtenemos la clausula vacia, concluimos que ¢ es consecuencia logica de I'; es decir,
I' E ¢. Este procedimiento se conoce como refutacion del conjunto de cldusulas , y demustra que —p es
insatisfacible, lo que implica que ¢ es correcta en I'.

Observacion 4

La clausula vacia representa una contradiccién absoluta, ya que una disyuncién vacia es siempre
falsa en cualquier interpretacién. En la resolucién binaria, obtener la cldusula vacia indica que el
conjunto de clausulas es insatisfacible, lo que permite demostrar la correccién de un argumento
mediante refutacion.

Ejemplo 7

Demostrar que el siguiente argumento es correcto.
p<(qVr),p—s,q/. s
1. Pasamos primero que nada, cada férmula involucrada a FNC.
a) p(qVr)
pe(gvr) = (p—=(qVvr)A(lgVvr)—p) Elim. Op.

= (pV(gVvr)A(=(gVr)Vp) Elim. Op.
= (pVaqgVr)A((~gA-r)Vp) De Morgan
= (-pVqVr)A((-gVp)A(—-rVp)) Distrib.
= (—pVgVr)A(—gVp)A(-rVp) Asoc.

b) p—s

p—s = -pVs Elim. Op.

12



LC

Resolucién Binaria

¢) q ya estd en FNC.
d) s ya estd en FNC.

—qVp
-rVp
pVs
q

-

© XN O RN

p
s
]

.. Es un argumento correcto.

3. Aplicamos resolucién hasta llegar a la cldusula vacia:
1. =pvVgVvr Hip.

Hip.

2. Separamos cada clausula por comas y aplicamos el principio de refutacién.

{-pVqVr,mqVp,—rVp,-pVs,q, s}

d) w ya estd en FNC.
e) p ya estd en FNC.

1. sVt
-tV s
tVop

w
-p
t
s

PS>

—w

—_
=
O

a) st
s>t =
b) tVp yaestd en FNC.
c) s — —w
s — w =

=s VvV w

s t,tVp, s — ~w,w/ cp

(s = t)A(t—s)
(msViE)A (-t Vs)

2. Aplicamos resolucién hasta llegar a la clausula vacia:

Hip.
Hip.

Ejemplo 8

Demostrar que el siguiente argumento es correcto.

1. Pasamos primero que nada, cada férmula involucrada a FNC.

Elim. Op.
Elim. Op.

—sV —w Elim. Op.

f) Separamos cada cldusula por comas y aplicamos el principio de refutacion.
{=sVt,=tVr,—sV-w,w,-p}

13
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.. Es un argumento correcto.

Algoritmos de Saturacion

La resolucion binaria es un método esencial en légica computacional para la automatizacion de la inferencia
l6gica. Sin embargo, aplicar la resoluciéon de manera arbitraria o al tanteo no es eficiente debido a varias
razones fundamentales:

* Si las resoluciones se aplican sin estrategia, se pueden generar resolventes innecesarios que aumentan
descontroladamente el tamano del conjunto de clausulas, dificultando la bisqueda de una solucién.

* La seleccién de pares de clausulas sin un orden definido puede hacer que se exploren combinaciones
irrelevantes antes de encontrar la clausula vacia [, retrasando la deteccion de la insatisfacibilidad.

* Si se aplican resoluciones sin un criterio claro, puede ocurrir que algunas derivaciones esenciales
nunca se generen, evitando alcanzar la contradiccion.

Para abordar estos problemas, se recurre a algoritmos de saturacién , los cuales organizan y sistematizan
la aplicacién de la regla de resolucién para garantizar que todas las combinaciones relevantes se exploren
sin redundancias innecesarias.

La saturacion en logica es un procedimiento iterativo que genera todos los resolventes posibles de un
conjunto de clausulas hasta que se cumple un criterio de terminacién. Este proceso se formaliza en la
n-ésima resolucion de un conjunto de clausulas , definida recursivamente como:

Resp(S) = S
Resnt1(S) = R (Resy(S))

donde R(S) es el conjunto original de cldusulas junto con todos los resolventes posibles generados en
cada paso. La saturacién garantiza que si un conjunto de cldusulas S es insatisfacible, la clausula vacia [
aparecerd en algin Res,(S) para algiun n € N.

Cuando se implementa un algoritmo de saturacién para la resolucién binaria, se pueden presentar tres
situaciones tedricas:

1. O € Res,(S) para algin n. En este caso, el conjunto de clausulas S es insatisfacible, y por lo tanto,
el argumento légico es correcto por refutacion.

2. En algin momento, se alcanza un conjunto de clausulas en el que no se pueden generar mas resolventes,
es decir, Res,(S) = Res,+1(S) y O & Resy,(S). En este caso, el conjunto de cldusulas es satisfacible.

3. Para todo n, se siguen generando nuevas clausulas sin alcanzar [, lo que indica que el problema es
satisfacible, pero la saturacién no se detiene.

En la préactica, este tercer caso rara vez ocurre. En cambio, lo que suele suceder es que el proceso de
saturacién consume demasiados recursos computacionales y se detiene sin haber encontrado [, dejando la
satisfaccién del conjunto S indeterminada .
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Ejemplo 9

Demostrar que el siguiente argumento es correcto.

p—q,rVs,s——q,-r/. . —p

1. Pasamos primero que nada, cada férmula involucrada a FNC.

a) p—q

p—q = -pVg Elim. Op.
b) rV s yaestd en FNC.
c) $—= g

s—-qg = -sV-qg Elim. Op.

d) —r ya estd en FNC.
e) —p ya estd en FNC.
2. Separamos cada clausula por comas y aplicamos el principio de refutacién.

S={-pVgqrVs,asV-gq,-rp}

3. Usando saturacion:
a) Resp (S) =S.

1. -pVvgq Hip.

2. rvVs Hip.

3. sV -q Hip.

4. —r Hip.

5. p Hip
b) Resy (S) =R (Reso(S)) = Reso (S)U

6. ¢ Res(1,5)
7. s Res(1,3)
8. s Res(2,4)
9. rV-q Res(2,3)

¢) Resz (S) =R (Resi (S)) = Resy (S)U

10. —pVr Res(1,9)
1. r Res(2,7)
12. —gq Res(3,8)
13. —s Res(3,6)

d) Ress(S) =R (Res2(S)) = Resa (S)U
14. —p Res(1,12)
e) Ress(S) =R (Ress(S)) = Ress (S)U

15. O Res(5,14)

.. [ pertenece a la tercera resolucién de S, asi que S es insatisfacible y por lo tanto el argumento es
correcto.
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Si bien la saturacién permite abordar el problema de manera sistematica, el método puro es computacio-
nalmente costoso. Para mejorar su rendimiento, se emplean estrategias como:

* Se descartan resolventes redundantes o innecsarios para evitar un crecimiento incontrolado del
conjunto de clausulas.

* Si una cldusula es subsumida por otra mas general, se puede eliminar para reducir el tamano del
problema.

* Se priorizan ciertas resoluciones, como aquellas que tienen menor cantidad de literales, para acelerar
la convergencia hacia la contradiccién.

Mientras que la resolucién binaria al tanteo es poco efectiva debido a la falta de direccién y el crecimiento
no controlado del conjunto de clausulas, el algoritmo de saturacion definido en esta seccién permite
automatizar la deduccion légica de manera estructurada. Este enfoque, combinador con técnicas de
optimizacién constituye la base de muchos sistemas modernos de demostracién automatica de teoremas y
solucionadores SAT como veremos en la préxima nota.

Automatizacién

En HASKELL, este algoritmo puede ser implementado mediante la siguiente funcién:

saturacion :: [Clausula] -> Bool

Conclusion

En conclusion, la resolucién binaria y los algoritmos de saturacion constituyen herramientas fundamentales
en la automatizacion del razonamiento l6gico y la verificacién formal. Hemos explorado cémo la trans-
formacion de féormulas a Forma Normal Negativa (FNN) y Forma Normal Conjuntiva (FNC) facilita la
aplicacion sistemaética de la regla de resoluciéon, permitiendo la deteccién de insatisfacibilidad en conjuntos
de cldusulas. Ademds, el principio de refutacién proporciona un enfoque practico para verificar la correccién
de argumentos logicos, garantizando la inferencia mediante la generacion estructurada de resolventes.

Si bien la resolucion binaria pura puede ser ineficiente debido al crecimiento exponencial del espacio de
buisqueda, el uso de algoritmos de saturaciéon optimizados con poda y heuristicas mejora su desempeno
en problemas reales. Estas técnicas, combinadas con estrategias modernas de reduccién de clausulas
redundantes y seleccién inteligente de resolventes, forman la base de los solucionadores SAT y otros
sistemas de inferencia automatica. En futuras notas, exploraremos céomo estas ideas pueden extenderse a
légicas més expresivas y a aplicaciones en inteligencia artificial y verificacién de software.
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