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En esta nota abordaremos las principales equivalencias légicas en el contexto de la légica de predicados,
extendiendo las nociones vistas previamente en logica proposicional. Nuestro objetivo es comprender
cémo se comportan los cuantificadores frente a operadores 16gicos como la negacion, la conjuncién y la
disyuncién, y cémo estas propiedades nos permiten transformar formulas de manera estructurada. Ademas,
mostraremos como estas transformaciones pueden formalizarse y automatizarse en un lenguaje funcional
como HASKELL, lo cual sienta las bases para construir herramientas de verificacién légica y sistemas
inteligentes. Esta nota combina teoria, ejemplos trabajados paso a paso y una aproximacion computacional
para fortalecer la intuicién y la precisién formal.

1. Equivalencias con Cuantificadores

Negacion de cuantificadores

Estas equivalencias muestran como se comporta la negacion frente a los cuantificadores universales y
existenciales:

Vre = Jr-p
-dxep = V-

Es decir, negar que una propiedad se cumpla para todos equivale a afirmar que hay al menos un caso

donde no se cumple , y viceversa.
Ejemplo 1
No es cierto que todas las personas aprobaron

=z Aprobd(x) = Jx—Aprobd(x)

Es decir: Existe al menos un estudiante que mo aprobd.

Distribuitividad

En algunos casos, podemos distribuir el cuantificador sobre conectivos 16gicos como el A (conjuncién) y V
(disyuncién):
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Estas equivalencias se cumplen siempre y cuando el cuantificador afecte por igual a todas las partes de

la férmula .

Todo numero natural es positivo y entero.

Va(Positivo(x) A Entero(x)) = YV Positivo(zx) A Vx Entero(z)

Cuantificacién vacua

Cuando la variable z no aparece libre en la férmula ¢, es decir, no tiene efecto en ella , la cuantificacién
es irrelevante:

(si z no es libre en )

Vo ®
¢ (si z no es libre en ¢)

dx

Esto se conoce como cuantificacién vacua .

Ejemplo 3

Ve(2+2=4)=2+2=4

Como la expresion no depende de x, cuantificar sobre x no cambia su valor 1égico. Lo mismo pasa
en:

Va(JzP(x)) = JzP(x)

Como la variable x esta ligada al cuantificador existencial, anadir el cuantificador universal no tiene
ningun efeto sobre la férmula.

Prenexacién (reordenamiento)

Las siguientes equivalencias son utiles para llevar cuantificadores al principio de una férmula (forma

prenexa), siempre que  no sea libre en ¢ :

e AVz1p = V(e A1) (siznoeslibre en ¢)
eVVzy = Va(eViy) (siznoeslibre en @)
oAz = Fzr(pAv) (siznoeslibre en @)
eVIzry = Fx(eVY) (siznoeslibre en @)
o —=>Vry = Va(p— 1) (siznoeslibreen )
o —3dxy = FJz(p —1) (siznoeslibre en @)
Vep —1 = FJr(p —1) (sixno eslibre en ¢)
Jrp—1Y = Vz(p—1) (siznoeslibre en @)

\V]
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Estas transformaciones son ttiles para la normalizaciéon de formulas que veremos mas adelante y para
facilitar la evaluacion semdntica o razonamiento automatizado .

Ejemplo 4
Hoy es lunes y existe una persona que estd feliz.

Lunes(y) A JxFeliz(x) = Jx(Lunes(y) A Feliz(x))

Aqui, el predicado Lunes no se aplica a z, asi que el cuantificador puede moverse.

Ejemplo 5

En esta seccion, aplicaremos una serie de equivalencias 1égicas para transformar férmulas del lenguaje
de primer orden. Trabajaremos sobre un dominio que incluye personas habitantes de la Ciudad de
México, lapsos de tiempo y examenes académicos.

Utilizaremos los siguientes predicados:

x): = es estudiante de la Facultad de Ciencias
x): x es alumno

y): x estudia en el tiempo y

: el examen z fue calificado

(x): x es inteligente

x): x representa un tiempo

x): x reprueba

Z): T es un examen

XX X ot X o ot X
S Qe n
NN TN
8 8
~—

v

A continuacién, presentamos dos ejemplos representativos:

Enunciado: No todos los estudiantes de la Facultad de Ciencias son inteligentes.
=V (S(x) — I(x)) dx—(S(x) — I(z)) (Negacién de cuantificador)

dr —(=S(z) VI(x)) (Eliminacién del —)

dz (S(z) A—I(x))  (Ley de De Morgan)

Interpretacion final: Existe al menos un estudiante de la Facultad de Ciencias que no es inteligente.

Enunciado: No existe ningtin alumno que estudie en todo momento del tiempo.

—3z (A(z) AVy (T(y) = E(z,y))) =

= Vo (A(x) AVy(T(y) — E(z,y))) (Negacién de cuantificador)
= Vz(-A(x)V-Vy(T(y) - E(z,y))) (Ley de De Morgan)
= Va(-A(x)VIy—~(T(y) —» E(z,y))) (Negacién de cuantificador)
? Vo (mA(z) vV 3y (T(y) AN —E(x,y))) (Ley de De Morgan)

Va (A(z) — Jy (T'(y) A —E(z,y))) (Eliminacién del —)

Interpretacién final: Todo alumno tiene al menos un momento de tiempo en el que no estudia.
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2. Automatizacion

Las equivalencias 1égicas de la 16gica de predicados pueden representarse de forma estructurada y ejecutable
en un lenguaje funcional como HASKELL. Esto permite automatizar transformaciones como la negacién de
cuantificadores, la distribucién de conectivos, la eliminacién de cuantificadores vacuos o la prenexacién de
férmulas.

A continuacién se describen las firmas de funciones que implementan dichas equivalencias:

negacionCuantificador :: Formula -> Formula
distribuyeCuantificadores :: Formula -> Formula
cuantificacionVacua :: Formula -> Formula

prenex :: Formula -> Formula

Estas funciones pueden componerse para construir herramientas de transformacién automatica de férmulas
l6gicas. Este enfoque permite no solo verificar propiedades como equivalencia o validez, sino también
preparar férmulas para procesos de resolucién, skolemizacién o prueba automatica.

3. Conclusion

A lo largo de esta nota, exploramos las principales equivalencias 16gicas que enriquecen el razonamiento en
légica de predicados. Al extender las reglas conocidas de la 16gica proposicional, aprendimos a transformar
férmulas que involucran cuantificadores de forma estructurada, precisa y justificada. Estas transforma-
ciones no solo permiten simplificar o normalizar expresiones, sino también prepararlas para procesos de
demostracién automatizada y verificacién formal.

Asimismo, vimos cémo estas ideas pueden implementarse en un lenguaje funcional como HASKELL, lo que
permite construir herramientas que operen sobre férmulas como objetos computables. Esta perspectiva
computacional complementa la teoria légica con aplicaciones précticas, y abre la puerta al diseno de
sistemas capaces de razonar de forma automatica. Comprender estas equivalencias es un paso fundamental
para seguir avanzando en el estudio de métodos formales, resolucién y légica computacional.
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