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En esta nota estudiaremos la seméantica dindmica de los programas como fundamento para razonar con pre-
cisién sobre su ejecucion. Comenzaremos fijando intuicion con ejemplos simples y, enseguida, presentaremos
tres enfoques de especificacion: la seméantica denotativa (significado como funcién matematica), la semantica
axiomatica o Logica de Hoare (pre y postcondiciones), y el enfoque que usaremos de forma central, la
seméntica operacional. Formalizaremos la ejecucién mediante sistemas de transiciéon y trabajaremos los dos
estilos operacionales: paso grande (seméntica natural) y paso pequeno (seméntica estructural), con reglas
de inferencia y derivaciones sobre MiniLisp como lenguaje de estudio. Mostraremos la equivalencia entre
ambos estilos (cerradura reflexivo-transitiva de — frente a =) y discutiremos propiedades importantes
del lenguaje (determinismo y terminacion) para entender por qué estas garantias son valiosas al disenar,
verificar y optimizar programas.

1. Introduccién

Para explicar esta técnica, comencemos con un ejemplo sencillo para ganar intuiciéon. Imagina que estas
escribiendo un programa sencillo que calcula la suma de dos nimeros y almacena el resultado en una
variable. El programa podria verse asi:

a =5
= 3
c =a+b

La seméantica dindmica se refiere a lo que realmente sucede cuando este programa se ejecuta linea por linea.
Es como si estuvieras siguiendo una receta de cocina y observando cada paso que toma el chef. Por ejemplo:

1. Primera linea a = 5:
= Accién: El programa encuentra la instrucciéon que dice a = 5.
= Efecto: El programa crea una variable llamada a y le asigna el valor 5.
= Estado actual: Ahora tenemos a con valor 5 en nuestra memoria .

2. Segunda linea b = 3:
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= Accién: El programa encuentra la siguiente instrucciéon b = 3.
= Efecto: El programa crea otra variable llamada b y le asigna el valor 3.
= Estado actual: Ahora tenemos a = 5y b = 3 en nuestra memoria.
3. Tercera linea ¢ = a + b:
= Accién: El programa encuentra la instrucciéon ¢ = a + b.

» Efecto: El programa suma los valores de a y b (que son 5 y 3 respectivamente) y obtiene 8.
Luego, crea una variable llamada c y le asigna este valor.

= Estado actual: Ahora tenemos a = 5, b = 3, y ¢ = 8 en nuestra memoria.
La seméntica dindmica es como seguir el flujo de la ejecuciéon del programa y ver como cada linea de cédigo
cambia el estado del programa (la memoria y los valores de las variables) paso a paso. Nos ayuda a entender

exactamente qué hace el programa cuando se ejecuta.

Es una manera de describir el comportamiento del programa en términos de cémo las instrucciones afectan

el estado de un sistema en tiempo de ejecuciéon . En este caso, hemos visto como el estado del programa
cambia al asignar valores a variables y realizar operaciones con esas variables.

Entender la seméantica dindmica es importante porque:

Nos permite prever como se comportara un programa cuando se ejecute.

Facilita la deteccion y correccién de errores.

Ayuda en la optimizaciéon del codigo.

Es fundamental para el disefio de nuevos lenguajes de programacion y herramientas de desarrollo.

2. Formas de Especificar la Semantica Dinamica

Existen distintas técnicas que permiten especificar formalmente a la seméantica dinamica. En esta seccion
revisaremos las tres técnicas mas populares:

Semantica denotativa

Es un enfoque formal para definir el significado de los programas en términos matematicos, asociando
cada construccion del lenguaje con una funcién matematica que describe su comportamiento. En lugar de
describir como se ejecutan los programas paso a paso, la semantica denotativa mapea cada elemento del
lenguaje a su denotaciéon o valor abstracto en algiin dominio matemético. Este enfoque permite especificar
la semantica dindAmica de manera abstracta y general, proporcionando una manera de entender y razonar
sobre el comportamiento de los programas a través de funciones matematicas que capturan su efecto global
sin necesidad de detallar cada paso de la ejecucion.
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Ejemplo 1

Supongamos que tenemos un pequeno programa que suma dos niimeros y devuelve el resultado:

def suma(a,b):
return a + b

La seméntica denotativa busca capturar el significado de este programa en términos de una funcién
matemética. En lugar de describir como se ejecuta el programa linea por linea, simplemente decimos
qué resultado produce dada una entrada especifica.

Usaremos la notacion clasica de semantica denotativa [-] para representar el significado de las
construcciones del lenguaje.

Definicién del programa:
= suma(a, b) toma dos numeros, a y b, y devuelve su suma.
Interpretaciéon matematica

» Usamos [suma(a,b)] para denotar la seméantica del programa suma.
» En este caso, la funcién denotativa puede ser representada como: [suma(a,b)] =a+Db

Si llamamos a la funcién suma con los valores 3 y 5, el programa devuelve 8. En términos de semantica
denotativa esto se representa como:

[suma(3,5)] =3+5=38

Este enfoque es valioso porque:
= Permite especificar el comportamiento de los programas de manera precisa y concisa.
» Facilita la verificacion formal y el razonamiento sobre los programas.

= Es 1util para la optimizacién y transformacion del cédigo, ya que las funciones matemaéticas pueden
ser manipuladas y analizadas de manera rigurosa.

En esencia, la seméntica denotativa proporciona una manera clara y abstracta de entender qué hace un
programa, centrandose en el qué en lugar del cémo , y la notacion [-] formaliza esta relacion. Su estudio

se profundiza en el curso de Seméntica y Verificacion .

Semantica Axiomatica (Logica Hoare)

La seméantica axiomética es un enfoque para definir el significado de los programas basado en la logica
formal y las condiciones que deben cumplirse antes y después de la ejecucién de los constructores del
lenguaje. Utiliza afirmaciones para especificar las propiedades del estado del programa en ciertos puntos
clave, particularmente antes y después de la ejecucién de un bloque de cédigo. Este método se centra en
verificar la correcciéon de programas mediante el uso de precondiciones y postcondiciones , formuladas

como tripletas de Hoare {P}C{Q}, donde P es la precondicion, C es el comando, y @ la postcondicion.
La semantica axiomética es una forma de especificar la seméntica dindmica porque proporciona una manera
formal y l6gica de razonar sobre el comportamiento del programa y las garantias que debe cumplir durante
su ejecucion, asegurando que las afirmaciones sobre los estados se mantengan vélidas.
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Ejemplo 2

Supongamos que tenemos un fragmento de c6digo que incrementa una variable x:

x = x + 1

Queremos razonar sobre este codigo usando las tripletas de Hoare para asegurarnos de que se cumple
cierta propiedad antes y después de la ejecucion del fragmento de codigo.

Por ejemplo, supongamos que queremos asegurarnos de que x sea mayor que 1 después de incrementar
su valor. La tripleta de Hoare podria ser:

{x>0}x = x + 1{x>1}

= Precondicion x > 0: Antes de ejecutar el comando, sabemos que x es mayor que 0.
= Comando x = x + 1: Esta es la asignacién que incrementa el valor de x en 1.
= Postcondicién x > 1: Después de ejecutar el comando, queremos que x se mayor que 1.

En este caso, es claro que la terna de Hoare es verdadera, pues al sumarle 1 a nuestra variable, que
es mayor que 0, siempre serd mayor que 1. Sin embargo, al ser un sistema l6gico existen otra reglas
de anélisis més sofisticadas para analizar expresiones o comandos mas complicados como estructuras
de repeticiéon y decision e incluso extensiones como la llamada Loégica de Separacion .

El enfoque de la seméantica axiomaética es importante por varias razones:
= Verificacion de la correcciéon de programas.

Deteccion de errores

Especificacion precisa

Optimizaciéon del codigo

Modulado y reutilizaciéon
= Fundamento para herramientas automatizadas

Este enfoque es fundamental para garantizar la correccion, fiabilidad y eficiencia del software, proporcionando
una base solida para el desarrollo y mantenimiento de sistemas complejos y criticos. Al igual que el enfoque
denotativo, su estudio se profundiza en el curso de Seméntica y Verificaciéon asi como en los cursos de

Métodos Formales y Logica Computacional II .

Semantica Operacional

La semantica operacional es un enfoque para definir el significado de los programas mediante la especificacion
de reglas de transicion que describen como se ejecutan las construcciones del lenguaje en un entorno operativo.
Estas reglas describen céomo los programas pasan de un estado a otro, capturando el comportamiento
dinamico de la ejecucion del programa. Es una forma de especificar la seméntica dindmica porque se centra
en el proceso de ejecuciéon del programa, proporcionando una descripcién detallada de como las acciones
del programa afectan su estado en tiempo de ejecucion.

Este es el enfoque que usaremos a lo largo de las notas siguientes de forma tal que necesitamos profundizar
en su formalizacién y uso.
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3. Especificacion Formal mediante un Enfoque Operacional

Existen dos formas de especificar la semantica dinamica usando el enfoque operacional: (1) Seméntica
Estructural o de paso pequeno o (2) Semantica Natural o de paso grande . En la semantica estructural,

cada transicion entre estados del programa se descompone en pasos discretos y minimos, lo que permite
un anélisis detallado del comportamiento del programa en cada etapa de la ejecucion. Por otro lado en la
seméntica natural, las transiciones entre estados se realizan en pasos mas amplios, donde una tnica reduccién
puede representar una secuencia de pasos méas compleja en la ejecuciéon del programa. La semantica de
paso pequeno proporciona una visiéon méas detallada y precisa del proceso de ejecucién, mientras que la
seméantica de paso grande puede ser mas compacta y general, simplificando el analisis en algunos casos
pero perdiendo detalles importantes en otros.

Estudiaremos ambos estilos en esta seccion. Como puedes observar algo que comparten ambos estilos de
seméantica operacional es el uso de transiciones, por lo que necesitamos antes que nada formalizar esta
nocion.

Sistemas de Transicion

Definicién 1: Sistema de Transicion

Un sistema de transicion se define como una tupla (E,6,1), donde:

» E es un conjunto finito de estados.

s ) C E X FE es una relacion de transicion entre estados, que describe como un estado puede
evolucionar a otro.

= [ es un conjunto de estados iniciales, que especifica los estados desde los cuales puede comenzar
la ejecucion del sistema.

Un sistema de transiciéon modela el comportamiento dindmico de un sistema, proporcionando una represen-
tacion formal de como evoluciona a lo largo del tiempo a partir de ciertos estados iniciales.

Observaciéon 1

Un par de observaciones sobre la Definicion 1:

= Un sistema de transicion no incluye explicitamente los estados finales porque esta disenando
para modelar la evolucién dindmica del sistema en términos de transiciones y estados, sin
enfocarse en un estado final especifico. La inclusién de estados finales no es necesaria para
capturar la dindmica del sistema, ya que la relacion de transicién § describe todas las posibles
transiciones entre estados, independientemente de si algin estado se considera final o no.
En muchos casos, los sistemas pueden evolucionar continuamente a través de una secuencia
infinita de estados sin llegar a un estado final en particular, por lo que no tiene sentido definir
explicitamente un conjunto de estados finales en el sistema de transicién. En cambio, la atencion
se centra en modelar las transiciones entre estados y los estados iniciales desde los cuales puede
comenzar la ejecucion del sistema.

= Puede haber varios estados iniciales en un sistema de transiciéon para modelar situaciones en
las que la ejecucién del sistema puede comenzar desde diferentes puntos de partida. Esto es
comin en sistemas distribuidos, concurrentes o no deterministas, donde el comportamiento
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inicial del sistema puede depender de condiciones iniciales diversas o contextos variables. Al
permitir varios estados iniciales, se ofrece flexibilidad para representar diferentes escenarios
de inicio de la ejecuciéon del sistema. Esto es fundamental para capturar la complejidad de
sistemas del mundo real, donde la ejecucién puede iniciar desde multiples condiciones iniciales
posibles.

Un sistema de transicién puede modelar diversos sistemas dindmicos, por ejemplo:

Semaforo

Estados: Los estados podrian representar los diferentes colores del seméforo (rojo, amarillo, verde),
asf como el tiempo transcurrido en cada estado.

Estados iniciales: El estado inicial podria ser el seméforo en rojo, indicando que el trafico debe
detenerse.

Relaciéon de transiciéon: La relacion describiria como el seméaforo cambia de un estado a otro con
el paso del tiempo o en respuesta a senales externas, como presionar un botén de cruce peatonal.

Control de temperatura en un horno

Estados: Los estados podrian representar diferentes temperaturas del horno, asi como el tiempo
transcurrido en cada temperatura.

Estados iniciales: El estado inicial podria ser una temperatura ambiente.

Relacion de transiciéon: La relacion de transicién describiria cémo cambia la temperatura del
horno en respuesta a las acciones del termostato o a la temperatura y cierre de la puerta del horno.

Sistemas de Transicién y Lenguajes de Programacion

Para modelar un lenguaje de programacién como sistema de transicion, los componentes se definen de la

siguiente manera:

Estados: Los estados representan los diferentes estados del programa mediante su ejecuciéon. Cada
estado podria incluir informacién sobre la configuracién actual del programa, como el estado de las
variables, la posicion del contador del programa, etc. Por ejemplo, un estado podria representar el
programa en un punto especifico de su ejecucion, con ciertos valores asignados a las variables y la
posicién actual del programa.

Estados iniciales: Los estados iniciales son los puntos de partida desde los cuales puede comenzar
la ejecucion del programa. Estos estados representan el estado del programa al inicio de su ejecucion.
En un lenguaje de programacioén, los estados iniciales podrian ser diferentes configuraciones iniciales
del programa antes de comenzar su ejecuciéon. Por ejemplo, un estado inicial podria representar el
programa justo antes de la ejecucién principal, con todas las variables inicializadas a ciertos valores.

Estados finales: En un lenguaje de programacién, puede ser conveniente especificar estados finales
en el sistema de transicién en ciertos casos. Dado que la mayoria de lenguajes que modelaremos lo
necesita, especificaremos siempre este componente y sera definido como un conjunto de estados que
representan los puntos de término o finalizacion de la ejecucion del programa. Estos estados podrian
incluir:
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1. El estado final después de la ejecucién exitosa de un programa.
2. Estados finales después de lanzar una excepciéon o detectar un error.
3. Estados finales que indican la finalizacién de una funcién o un método especifico.
4. Estados finales que representan el final de un ciclo de ejecucion.
En este caso los estados finales no necesariamente son subconjunto de £ como veremos en otra nota.

= Relacién de transicion: La relacion de transicion describe como el programa evoluciona de un
estado a otro durante su ejecucion. Esta funciéon modela las posibles transiciones entre los estados del
programa en funcién de las instrucciones que se ejecutan. En un lenguaje de programacion, usualmente
se manejan funciones de transicion que podrian definir reglas para cada tipo de instruccion del
lenguaje, especificando cémo cambia el estado del programa después de ejecutar una instruccién
particular. Por ejemplo, para una instrucciéon de asignacion, la funcién de transicion podria describir
como se actualiza el valor de una variable en el estado del programa después de la asignacion.

Ejemplo 3: Un sistema de transicién para MINILISP

Estados: F = {a | a ASA}, es decir los estados del sistema son las expresiones bien formadas del
lenguaje en sintaxis abstracta. Aqui el punto de conexién entre sintaxis y semantica.

Estados iniciales: I = {a | a ASA}, en este caso E = I, pues podemos partir de cualquier expresion
bien formada.

Estados finales: F' = {Num(n) | n € Z}, para el caso de MINILISP, en esta primera version, los
estados finales siempre seran nimeros pues tnicamente contamos con expresiones aritméticas y
ademéas F C FE.

Relacion de transicion: La relacion de transicion se define de acuerdo al enfoque de la seméntica
operacional (natural o estructural) a partir de los estados previamente definidos. Las siguientes
subsecciones definen ambos enfoques.

Semantica Natural

Como dijimos, la semantica natural consiste en describir como reducir las expresiones, se dice que es de
paso grande pues los resultados son irreducibles, es decir, relaciona programas con sus estados finales. Para
el caso de nuestro sistema de transicion, relaciona un estado e con nuestro tnico estado final f, esto se
denota como:

e=f

que se lee como La expresion e se reduce a la expresion f.

Al igual que con las reglas de sintaxis, usaremos reglas de inferencia para representar esta relacion. Se
definira una regla por cada una de las construcciones del lenguaje, es decir, cada uno de los tipos de ASA
que definimos en la nota pasada. Afladiremos una explicacién de cada una de éstas.
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Numeros

Los ASA que representan ntuimeros se reducen a si mismos. Este comportamiento es usual en muchos
lenguajes de programacion, tales como PYTHON, RACKET o HASKELL.

Num(n) = Num(n)

Expresiones aritméticas

Los ASA que representan sumas se reducen a aplicar la suma de la evaluaciéon del lado izquierdo y derecho
de las mismas.

i = Num(ny1) d = Num(na)
Add(i,d) = Num(ny + n2)

La conclusion es cierta si iy y dy son las reducciones del lado izquierdo y derecho de la suma respectivamente.

El caso de la resta es analogo:

i = Num(ny) d = Num(nz)
Sub(i,d) = Num(ni — ng)

Ejemplo 4

Derivacién de algunas expresiones usando las reglas de semantica natural. Mostraremos el proceso
integrando todos los conceptos estudiados hasta el momento.

» Sintaxis concreta: 1729
= Sintaxis abstracta: Num(1729)
s Evaluacion:

Num(1729) = Num(1729)

= Sintaxis concreta: (+ 18 35)
» Sintaxis abstracta: Add(Num(18), Num(35))
= Evaluacion:

Num(35) = Num(35)  Num(18) = Num(18)
Add(Num(18), Num(35)) = Num(53)

= Sintaxis concreta: (+ (- 4 0) (- 5 5))
» Sintaxis abstracta: Add(Sub(Num(4), Num(0)), Sub(Num(5), Num(5)))

= Fvaluacion:
Num(4) = Num(4)  Num(0) = Num(0)  Num(5) = Num(5)  Num(5) = Num(5)
Sub(Num(4), Num(0)) = Num(4) Sub(Num(5), Num(5)) = Num(0)
Add(Sub(Num(4), Num(0)), Sub(Num(5), Num(5))) = Num(4)




LDP Semantica Dinamica

Semantica Estructural

Se le conoce también como semantica de paso pequeno o de transiciéon y como dijimos. describe paso a
paso la ejecuciéon mostrando los computos que genera en cada paso individualmente. Para modelar esta
nocioén, definimos la siguiente relaciéon:

€1 — €9

que a diferencia de la semantica natural, no relaciona necesariamente expresiones con su valor final, si no
que relaciona expresiones con expresiones (pudiendo ser estados finales). Se lee como en un paso e; se
reduce a es.

La definicién de reglas en este tipo de semantica, es més complicada pues se tienen que considerar pasos
intermedios que en ocasiones pasan desapercibidos al ejecutar o analizar un programa. Veamos las reglas:
Nimeros

El comportamiento de los nimeros el mismo que el de la seméntica de paso grande, pues no hay subexpre-
siones que se puedan continuar reduciendo.

Num(n) — Num(n)
Expresiones aritméticas

Las sumas se dividen en tres reglas para los siguientes casos respectivamente.

= Caso 1: Ninguno de los argumentos de la sima ha sido reducido a un valor. El paso siguiente consiste
en reducir el lado izquierdo. Por ejemplo, si tenemos (+ (+ 3 4) (+ 5 2)) un paso de evaluaciéon
corresponde a evaluar (+ 3 4).

i — 1
Add(i, d) — Add(i',d)

= Caso 2: El argumento izquierdo de la suma ha sido reducido a un nimero pero el derecho no. El paso
siguiente es proceder con el lado derecho. Por ejemplo, si tenemos (+ 7 (+ 5 2)), el lado izquierdo
ya es un numero, por lo que procedemos con el lado derecho (+ 5 2).

d—d
Add(Num(ny),d) — Add(Num(nq),d’)

= Caso 3: Los dos argumentos de la suma han sido reducidos a un nimero. El paso siguiente es realizar
la suma tal cual. Por ejemplo si tenemos (+ 7 7),ambos argumentos ya son un ntmero, por lo que
procedemos a sumar los mismos obteniendo 14.

Add(Num(ny), Num(ng)) — Num(ni + n2)

El caso de la resta es anélogo:
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7 — 4
Sub(i, d) — Sub(i', d)

d—d
Sub(Num(nq),d) — Sub(Num(ny),d")

Sub(Num(ny), Num(nz)) — Num(ni — n2)

Ejemplo 5

Derivacién de algunas expresiones usando las reglas de seméantica natural. Mostraremos el proceso
integrando todos los conceptos estudiados hasta el momento.

= Sintaxis concreta: 1729
» Sintaxis abstracta: Num(1729)
s Evaluacion:

Num(1729)
— Num(1729)

= Sintaxis concreta: (+ 18 35)
» Sintaxis abstracta: Add(Num(18), Num(35))
= Evaluacion:

Add(Num(18), Num(35))
— Num(18 + 35) = Num(53)

= Sintaxis concreta: (+ (- 4 0) (- 5 5))
» Sintaxis abstracta: Add(Sub(Num(4), Num(0)), Sub(Num(5), Num(5)))
= Evaluacién:

Add(Sub(Num(4), Num(0)), Sub(Num(5), Num(5)))
— Add(Num(4), Sub(Num(5), Num(5)))

— Add(Num(4), Num(0))

— Num(4)

4. Equivalencia entre la Semantica Natural y la Estructural

No importa qué estilo de seméntica usemos para especificar las reglas de evaluacion del lenguaje de
programacioén, deben producir los mismos resultados finales, de forma tal que deben ser equivalente.

De forma intuitiva, lo que debe suceder es que si realizamos miultiples aplicaciones de la relaciéon — de
paso pequeno, en algin momento podemos llegar al mismo estado final que modela la relaciéon de paso
grande =. Definimos entonces la cerradura transitiva y reflexiva de —:

Definicién 2: Cerratura transitiva y reflexiva de —

Se denota la cerradura transitiva y reflexiva de — por —* y se define con las siguientes dos reglas:

10
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e —*e

el ey e2—*e3

el —* e

De forma intuitiva, la definiciéon anterior modela que es posible llegar de una expresiéon a otra en un nimero
finito de pasos de la relacion de transicion — (posiblemente cero).

De esta forma tenemos el siguiente teorema:

Para cualquier expresion e de MINILISP y cualquier estado final f, se cumple:

e—* fsiysolosie= f

es decir, la semdntica natural es equivalente a la estructural.

5. Propiedades de MINILISP

El hecho de haber formalizado nuestro lenguaje mediante estas relaciones de transiciéon, nos permite
demostrar propiedades importante sobre el lenguaje disenado. Por ejemplo:

= Demostrar que el lenguaje es determinista, es decir que si parto de un mismo programa no obtendré
dos evaluaciones distintas.

= Demostrar que todo programa del lenguaje termina.

Ambas propiedades se modelan en términos de nuestra relacién de transicién — a continuacion:

Sie— e ye— ey entonces e = es.

Para cada expresion e de MINILISP existe un estado final f tal que e —* f .

6. Conclusion

La seméntica dindmica permite razonar con precisién sobre la ejecuciéon de los programas, mostrando
como cada instruccion transforma el estado del sistema. Al comparar los distintos enfoques (denotativo,
axiomético y operacional) se observa que cada uno aporta herramientas valiosas para especificar, verificar
y optimizar el comportamiento de un lenguaje. La formalizacion mediante (sistemas de transicion) y el
anélisis en estilos de paso grande y paso pequeno ofrecen una visién complementaria entre resultados finales
y procesos intermedios. Sin embargo, en este curso priorizaremos el uso de la seméntica estructural, ya que

11
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su caracter de paso pequeno nos permite observar con detalle el flujo de ejecucién y construir un marco
més so6lido para demostrar propiedades como el determinismo y la terminacién, esenciales para garantizar
la confiabilidad de los lenguajes de programacion.
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