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En esta nota exploraremos el Célculo A como uno de los modelos de computo més influyentes en la teoria
de lenguajes de programacion. A diferencia de las Maquinas de Turing, centradas en la manipulacion
secuencial de estados, el Calculo A pone el énfasis en la definicién y aplicacion de funciones, ofreciendo
una visién mas abstracta y elegante de la computacion. Estudiaremos su sintaxis y seméntica, las reglas
de reduccion y propiedades fundamentales como la confluencia, asi como su capacidad para representar
estructuras béasicas de datos y operaciones aritméticas y logicas. Finalmente, veremos cémo estas ideas
dieron origen a lenguajes como ISWIM y sentaron las bases de muchos lenguajes funcionales modernos.

1. Modelos de Computo y Lenguajes de Programacion

Un modelo de computo es una abstraccién matematica que describe cémo se pueden realizar calculos
y resolver problemas utilizando un conjunto de reglas formales. Los modelos de cémputo proporcio-
nan una manera de entender, definir y analizar lo que significa computar y lo que las computadoras

pueden hacer. Algunos modelos de computo famosos son las Maquinas de Turing , el Céalculo A y las

Maéquinas de Estado Finito .
En la teoria de lenguajes de programacion, los modelos de computo son esenciales porque nos permiten:

= Proporcionan una base formal para definir cémo se comportan los lenguajes de programacion y qué
tipos de problemas pueden resolver.

Nos ayudan a entender las limitaciones de los lenguajes de programacion, identificando qué problemas
son computables en un lenguaje dado y cuales no.

Diferentes modelos de computo permiten comparar lenguajes de programaciéon en términos de
poder expresivo y eficiencia.

= Sirven como base para la construcciéon de herramientas que ejecutan o traducen programas, como
compiladores e intérpretes.

* . ., . . .
Tomada del material desarrollado en colaboracién para el curso de la Dra. Karla Ramirez Pulido con algunas adaptaciones
para esta version de la materia.
*% . . . o e, . .
Un agradecimiento a Juan Mario Sosa Romo por sus aportes durante la revisién de esta nota como parte de su servicio
social.
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Maquinas de Turing

Las Maquina de Turing , propuestas por Alan Turing en 1936, son uno de los modelos méas influyentes y
fundamentales. Este modelo consiste en una cinta infinita dividida en celdas, un cabezal de lectura/es-
critura que se mueve a lo largo de la cinta y un conjunto finito de estados con reglas que determinan el
comportamiento del sistema.

Los lenguajes de programacién imperativos, como C, JAVA y PYTHON, se basan en el modelo de las
Maquinas de Turing porque reflejan su enfoque secuencial y controlado de los cémputos:

= Utilizan variables, asignaciones y estructuras de control para manipular el estado del programa de
manera similar a como una Maquina de Turing manipula la cinta.

= En ambos casos, las instrucciones se ejecutan de manera secuencial, siguiendo un orden légico que
depende del estado actual.

= Las estructuras de control en lenguajes imperativos reflejan la capacidad de las Maquinas de Turing
para cambiar de estado en funciones de la entrada y el estado actual.

No se profundizara del todo en este tema pues su estudio reacae en el curso previo de Autématas y Lenguajes

Formales .

Calculo )\

En esta nota introduciremos al Calculo A, desarrollado por Alonzo Church en la década de 1930. Es otro
modelo de computo que se centra en la definicién y aplicaciéon de funciones. A diferencia de las maquinas
de Turing, que operan sobre una cinta de estados, el Calculo A se basa en la idea de aplicar funciones a
argumentos.

Algunas de sus principales caracteristicas son:

= En el Calculo A, las funciones son tratadas como valores que pueden ser pasados como argumentos,
devueltos como resultados y construidos en tiempo de ejecucion.

= A pesar de su simplicidad, el Calculo A es capaz de expresar cualquier funciéon computable, lo que lo
hace equivalente en poder a las Maquinas de Turing.

= Es la base tedrica de muchas lenguajes de programacion funcionales como HASKELL y Lisp, donde el
enfoque estd en la evaluacion de funciones puras sin efectos secundarios.

El Calculo X es fundamental en la teoria de lenguajes de programaciéon porque:

= Proporciona una forma simple y elegante de razonar sobre funciones y la computacién en general,
sirviendo como una base para la semantica de lenguajes de programacion.

= Introduce conceptos como la sustituciéon, que como vimos en notas pasadas, es importante para
entender como se evalian las expresiones y se aplican las funciones en los lenguajes de programacion.

= Ha influido en el diseno de lenguajes funcionales modernos, donde la manipulacién de funciones y el
evitar efectos secundarios son principios fundamentales.

= Permite la optimizaciéon de programas a través de técnicas como las S-reducciones y la aplicacion
parcial, que son esenciales en la optimizacién de c6édigo en compiladores.
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El Célculo A consiste de una notaciéon para representar expresiones, llamados términos A . Existen tres

posibles términos: variables , abstracciones A\ y aplicaciones de funcién .

Para construir dichos términos se tiene la siguiente gramética:

<expr> = <var>
| (A<var>.<expr>)
| (<expr> <expr>)
<var> =x |yl z |
Variables

Las variables o identificadores son representadas mediante letras mintsculas. Algunos ejemplos de variables:

xT Yy z w

Abstracciones A\

Las funciones, abstracciones A o simplemente abstracciones, representan la definicién de funciones anénimas ,
esto es, no requieren de un nombre explicitamente para ser definidas o usadas. Tales abstracciones se
componen de un encabezado y un cuerpo. El encabezado contiene el nombre del pardmetro formal de la
funcién y el cuerpo de ésta se compone otras subexpresiones que son por supuesto términos A. Todo lo que
se encuentra antes del punto es el encabezado y lo que se encuentra después es el cuerpo.

AT . T
o~ ~~

Encabezado Cuerpo
Otros ejemplos de abstracciones son:
1. Az \y.zy
2. Az w.u
3. Au. v.vvv

Las expresiones anteriores, tienen como encabezado Ax, Az y Au respectivamente, mientras que Ay.xy,
Aw.u y Av.vvv conforman el cuerpo de las mismas.

La primera abstracciéon de los ejemplos anteriores, es equivalente a la funcién de dos parametros Azy.zy
sin embargo, la especificaciéon de términos A del Calculo A no permite definir funciones con mas de un
parametro. Una solucién que se da a esta situacién es modificar las definiciones de funciéon de manera
reciban un tnico parametro (en este ejemplo x) que tendran como cuerpo otra funciéon de igualmente un
parametro (y), a esta técnica se le conoce como currificaciéon . A continuacion se exponen algunos ejemplos
de abstracciones con su currificacion:

L. A2y.2y Zcurry ATAY.2Y
2. A2W.U Zeypry A2 AW

3. Aabc.cba = yrry Aa.Ab.Ac.cba
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Aplicaciones de Funcién

La regla de produccion <expr> <expr> de la gramatica para términos A representa la aplicacién de funciones.
Dada la expresién de una aplicacion de funcién e eg, se dice que e esta en posiciéon de funcién y que e
estd en la posicién de su argumento. De esta forma, una aplicacién representa el proceso de evaluar una
funcion con su respectivo argumento (también llamado parametro real). Por ejemplo la siguiente funcion:

Az.x Y.y

representa la aplicacién de la funciéon Ax.z con la funciéon Ay.y, sin embargo, es posible incluir paréntesis
que faciliten la lectura o ayuden a entender el orden de evaluaciéon. Algunos ejemplos:

1. (Az.x) (\y.y)
2. xy
3. (A\w.ws) (A\y.yy) u

En caso de que no haya paréntesis explicitos, la aplicacién de funciones asocia a la izquierda.

Alcance

El alcance de todo identificador se da en el cuerpo de las abstracciones.
En la expresion Az.z se dice que el identificador x esta ligado o acotado, pues se encuentra en el cuerpo de
la funcién que toma como parametro el mismo nombre del identificador z (de ligado). Si un identificador

no es precedido por una A con el mismo parametro, se dice que esté libre en la expresiéon. Por ejemplo, en
la siguiente expresion:

AT.xTY

El identificador = esta ligado, mientras que el identificador y se encuentra libre. Otro ejemplo es:

(Az.z) (A\y.x)

Se observa que en la subexpresion (Az.z) el identificador o la variable x se encuentra ligada, mientras que
la subexpresion (Ay.x) la variable x esté libre. Es importante observar que la x de la segunda subexpresion
es independiente a la x de la primera.
Se define formalmente a los identificadores libres como sigue:
» z esté libre en y, con y cualquier variable (incluyendo a z).
» 1z esté libre en (Ay.e) siy solo si x # y y x se encuentra libre en e, siendo e una expresion cualquiera.
= x esté libre en ejeq si y s6lo si x esta libre en eg 0 en ey, con e;y es expresiones cualquiera.

Los identificadores ligados se definen formalmente como sigue:

» z se encuentra ligado en (Az.e)
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» z se encuentra ligado en (Ay.e) con x # y si y solo si = esta ligado en e.
= estd ligado en ejeg si y sélo si, x estd ligado en e; o es.

Se observa que gracias a la tercera regla de ambas definiciones, estas no son excluyentes entre si, esto es,
un identificador puede estar libre y ligado al mismo tiempo. Una expresion e tal que no tiene variables
libres, se dice que es una expresiéon cerrada también conocida como combinador .

a-equivalencias

Los nombres de los identificadores ligados no son importantes en el contexto del Calculo A. Por ejemplo
Ax.x y Ay.y representan a la misma funcion y lo dnico que cambia es el nombre del identificador. A esto se
le conoce como relacion de a-equivalencia. Sin embargo, la regla tiene ciertas restricciones:

ANV.E =, \W.E[V := W] si W no esté en las variables libres de F
Algunos ejemplos:
" A\L.X =, AT.X
n ATz =, Yy

w Az (A\rx)z =4 Ay, (Az.x)y

3. Semantica

f-reducciones

La regla de S-reduccion expresa la idea de aplicacion de funcién y ésta es la tnica regla semantica del
Calculo A, es decir, la forma de evaluar una expresion. Esta regla se define como sigue:

(Az.e)s =g elr = 5]

Es decir, se deben sustituir todas las apariciones de x por s en e. Lo anterior expresa la idea de una funcion
a la cual se le asigna el parametro real a su parametro formal. A la expresion (Az.e) se le llama redex !,
mientras que a la expresion e [z := s] se le llama reducto .

Algunos ejemplos:

s (A\vx)x =g @

(Az.x) (A\r.z) =g Az.x

(Az.x) (\y.y) =5 Mgy

Az Ay. (zy)) (A\z.x) =5 Ay. (Az.2)y —g Ay.y

'Del inglés reducible expression.
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Formas Normales

Dada una expresion e, si no existe €’ tal que e —3 €, se dice que e se encuentra en Forma Normal. Es
decir, dada una expresion, si ésta no puede reducirse més mediante S-reducciones, se dice entonces que esta
expresion se encuentra en Forma Normal. Por ejemplo, todas las reducciones anteriores, estdn en Forma
Normal.

Divergencia

También existen expresiones, que no tienen una Forma Normal pues sin importar cuantas reducciones
se apliquen, siempre se obtiene una nueva expresion que puede ser reducida, en este caso se dice que la
expresion diverge y por lo tanto no tiene Formal Normal. Por ejemplo, sean w =g4o¢ Ax.22x y Q =405 ww,
entonces:

Q =gef ww =gef (A\T.2T) w =5 Ww =ges

De manera que €2 se reduce a si mismo, por lo tanto diverge:

Q—)gﬂ—)ﬁﬁ—)gﬁ—)g...

Confluencia

El Céalculo A tiene una natural no determinista, por ejemplo la expresion (Az. (Ay.yz) z) v tiene dos reductos
distintos:

w (Az. (Ay.yx) 2) v =5 (Ay.yv)
n (Az. (Ayyx) 2) v =g (Az.zx)v

En este caso ambos caminos llevan a la misma Forma Normal (zv) sin embargo, debemos preguntarnos si
esto siempre sucede. Si queremos usar el Calculo A como un sistema de computo, el resultado final debe ser
el mismo independientemente del camino utilizado. Si esta propiedad llamada confluencia fuera falsa para

nuestra regla de S-reducciéon, cualquier intento de usar el Célculo A como lenguaje de programacion seria
fallido.

Si e —>E rye —>E s entonces existe un término t tal que r —% tys —>E t.

Si e tiene una Forma Normal entonces es unica. Es decir si e —>2§ efye —>}§ e’f entonces ey = e’f
(salvo a-equivalencia,).

La demostracion de estos resultados queda fuera de los alcances de este curso. El corolario garantiza
que el Calculo A puede usarse como un sistema de computo. Sin embargo el uso de S-reducciones sin
restricciones o estrategias adicionales podria prohibir la obtencién de una Forma Normal. Por lo anterior,
si se usara directamente como lenguaje de programacion habria algunos programas que, teniendo un valor
bien definido, podrian ciclarse infinitamente.
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4. Representaciéon de datos

Aritmética

El Calculo A permite modelar operaciones aritméticas. Para poder usar estas operaciones, anadiremos la
representaciéon de ntimeros.
Numerales de Church

Para representar ntimeros naturales, se tiene una definicién para el cero y el resto de naturales, se construyen
a partir de la funcién sucesor. De esta forma, podemos representar nimeros con funciones que reciben una
funcion sucesor (s) y una funcion cero (z), se definen cada uno de estos nimeros aplicando s tantas veces
como sea necesario a z. Se conoce a esta representacion como Numerales de Church .

w0 =gef As.A\z.2
1 =gep As.Az.52

n 2 =go5 As.A2.5(52)

= N =gef AS.A2.5(...(52)...)

Por supuesto, todo depende de la definicién de sucesor que demos. Una definicién de esta funcién se muestra
a continuacion:

S =def An.Xa.\b.a (nab)

Por ejemplo, para calcular el sucesor de cero, tenemos:

S0

=def (An.Aa.\b.a (nab)) 0

— 35 Aa.\b.a (Oab)

=def Aa.\b.a ((As.\z.2) ab)

—g Aa.\b.a ((Az.2) D)

—g Aa.Ab.ab =4 As.\z.52 =45 1

Funciones Aritméticas

Una vez definidas estas funciones, podemos definir operaciones entre numeros naturales.
Suma

Una suma en realidad es una aplicacion de la funcién sucesor, por ejemplo, si se desea sumar los niimeros
n 4+ m, se debe aplicar la funcién sucesor n veces a m. Por ejemplo, para sumar 2 + 3 tenemos:

253

=def (As.Az.5(52)) S3
—35 (A2.5(52))3

—3 5(83) =g ... 255
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De esta forma, podemos definir la funcién suma que recibe dos niimeros n y m como sigue:

A =gef An.Am.nSm

Debido a la conmutatividad de la suma, tenemos también la definicién:

A’ =def An.Am.mSn

Se deja como ejercicio al lector, demostrar la equivalencia entre estas dos funciones.
Multiplicaciéon

Similarmente se define la operaciéon multiplicaciéon como sigue:

Az Ay Aa.x (ya)

Se deja como ejercicio al lector el célculo del producto 3 x 3, es decir:

(Az. Ay Aa.x (ya)) 33

Algebra Booleana

Al igual que con los ntimeros, es posible representar expresiones booleanas y operaciones entre éstas. Las
constantes logicas verdadero y falso se representan mediante:

T =gy Az )y
F=ger Az.A\yy

La funcion T', dados dos valores para verdadero y falso (z y y respectivamente), regresa x, mientras que la
funcién F' regresa y.

Operaciones con Booleanos

Con estas definiciones es posible definir algunas operaciones del Algebra Booleano, a continuaciéon se
muestran las definiciones de las funciones not, or y and junto con su tabla de verdad.

Negacion

o =def Av.axFT
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-F

=def (Av.xFT)F
—5 FFT

=gef (Az.Ay.y) FT
=5 (A\y.y) T

—B T

Disyuncion

VFF

=def (Ax.Ay.aTy) FF
—g (Ay.FTy) F

—B FTF

=gef (Az.Ay.y) TF
—p (A\y.y) F

—B F

Conjuncion

-7

=def Av.aFT)T
—5 TFT

=def (A Ay.x) F'T
—8 ()\yF) T

—B F

Vo =ger AvAy.xTy

VFT

=def (Ax.Ay.aTy) FT
—g (A\y.FTy)T

—B FTT

=def Az Ay.y) TT
—p (A\yy) T

—B T

VI'F

=def ()\m)\y:cTy) TF
—5 (A\yTTy) F

—B TTF

=def (A Ay.2)TF
—B ()\y.T) F

—8 T

N =def Az y.ayF

VvI'T

=def ()mAy:cTy) Tr
—g (\y.TTy)T

—g TTT

=def (A Ay.x)TT
—B ()\y.T) T

—8 T

Se deja como ejercicio al lector desarrollar la tabla de verdad de la conjuncion.

Condicional if0

También es posible definir condicionales. Por ejemplo, se define el condicional if0 (Z). Si se aplica a un
numero n y éste resulta ser cero, se obtiene T'; en caso contrario, se obtiene F'. La definiciéon de esta funciéon

se muestra a continuacion:

Z =gey Av.xF-F

Veamos la reduccion de Z0y Z1:

Z0

=def ()\a::cF—\F) 0
—g 0F=F

=def (As.A2.2) F-F
—g (Az.2) - F

—B -F

—B T

Z1

=def ()\LESCF—!F) 1
—g 1F'=F

=def (As.\z.52) F-F
—B ()\ZFZ) -F

—B F=F

—ter (ArAg.y) ~F
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—p (Myy) F —s F

Se deja como ejercicio al lector la definicién de la funcién i f.

Integrando Ntmeros con Booleanos

Con los naturales y booleanos definidos podemos definir otras funciones de utilidad.

Funcién Predecesor

Para definir esta funcién construiremos un par de la forma (n,n — 1) y tomaremos el segundo elemento del
par como resultado. Un par puede representarse mediante la funcién:

Az.zab

La z permite realizar operaciones con el par. Por ejemplo, podemos obtener el primer y segundo elemento
auxiliandonos de las funciones T' (verdadero) y F' (falso).

Az.zab) T —5 Tab —35 a
B B

Az.zab) F' —3 Fab —3 b
B B

Podemos definir el par (n + 1,n) a partir del par (n,n — 1), representado por el parametro p y extrayendo
el primer elemento y aplicando la funcién sucesor. De esta forma definimos la funciéon ® como sigue:

P =gey Ap-Az.2 (S (pT)) (pT')

De esta forma el predecesor de un namero se obtiene aplicando n veces la funciéon ® al par Az.00 y
seleccionando el segundo elemento del par usando la funcion F'.

P =g4cf An.(n® (A2.200))F

Es importante notar que bajo esta definicion, el predecesor de cero es cero, con lo cual se evita la generacion
de ntmeros negativos. Se deja como ejercicio al lector obtener el predecesor de 1.

10
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Operadores Relacionales

Una vez definida la funcién predecesor, podemos definir una funcién que verifique si un niimero es mayor o
igual que otro. Por ejemplo. para verificar 2 > 1, basta con aplicar la funcién predecesor 2 veces a 1.

2P1 *)5 *)B 0

Con la funcién i f0 se verifica si esto se cumple. De esta forma, definimos la funcién > como sigue:

>=gdet \x.\Y.Z (xPy)

De la misma forma, podemos definir la funcién igualdad x = y. Si se cumple = > y y y > z, por lo tanto
x = y. De esta forma, definimos la funciéon = que usa la operacién A definida anteriormente.

==gof Az Ay, A (> 2y) (> y))

De forma similar se pueden definir otras operaciones relacionales.

ISWIM

El Calculo A fue disenado por Church con el fin de dar un sistema formal que permitiera modelar las
matematicas. En los anos 50 y 60 se descubri6 la conexién entre los lenguajes de programaciéon y varios
aspectos del Célculo A gracias a un intento de dar la especificacion formal del lenguaje de programacion
ALGOL 60. Sin embargo, el Célculo A resulta ser demasiado primitivo para considerarlo un lenguaje
de programacion, al igual que las Méaquinas de Turing son demasiado primitivas para considerarlas
computadoras reales.

Peter J. Landin defini6 el lenguaje de programacién ISWIM?2. Los fundamentos de su disefio fueron tomados

del Calculo A como un punto de partida. ISWIM se define mediante la siguiente graméatica similar a la del
Célculo A:

<var>
<cte>

<expr> ::=
|
| <op> (<expr>+)
|
|

(A<var>.<expr>)
(<expr> <expr>)

Por ejemplo, para nuestra primera version de MINILISP:

<cte> ::=1 1] 2 | 3 |

<op> ::= + | -

2Del inglés If you See What I mean.

11
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Aunque son similares sintacticamente, la principal diferencia entre ISWIM y el Calculo A es la forma en que
evaltian funciones. Por ejemplo, la siguiente expresion del Calculo A:

(Az.1) (subl \y.y)

se reduce a 1. Esto ocurre debido a que las (-reducciones ignoran el parametro real y uUnicamente
realizan la sustitucion correspondiente. Esta forma de evaluar es llamada paso de parametros por nombre 3
principalmente asociado con la evaluacion perezosa. Sin embargo, muchos lenguajes de programacion en
la actualidad no hacen este tipo de evaluaciéon y en su lugar usan una estrategia de evaluaciéon llamada
paso de parametros por valor * asociada con la evaluacién glotona, es decir, evaltan el pardmetro real
antes de pasarlo a la funcion correspondiente. ISWIM implementa paso por valor. Més adelante, en este
curso estudiaremos a profundidad estos conceptos.

En conclusion, aunque ISWIM nunca fue implementado como tal, éste ha servido como base para estu-
diar otras aplicaciones mediante la definicion de maquinas abstractas . La filosofia de este lenguaje de
programacion es la que siguen algunos lenguaje de programaciéon hoy en dia como son Lisp, SCHEME y ML.

7. Conclusion

El Calculo A se consolida como un ntcleo tedrico y préactico para entender la computacion desde el paradigma
funcional. Hemos visto que, pese a su simplicidad, es tan expresivo como las Maquinas de Turing, pero
al mismo tiempo mas adecuado para razonar sobre funciones, sustituciéon y evaluacion. Su estudio nos
permitié comprender conceptos como las B-reducciones, la nocién de forma normal y la confluencia, ademéas
de observar como a partir de él se construyen representaciones de datos y operaciones que fundamentan
lenguajes reales. Lejos de ser una curiosidad historica, el Célculo A sigue vigente como herramienta para
disenar lenguajes, especificar seméanticas y analizar programas, constituyéndose en el verdadero “nticleo”
del estilo funcional en la programaciéon contemporénea.
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